Posgrado en Ciencias Matematicas
Examen General de Ecuaciones Diferenciales Parciales
Semestre 2022-2

Instrucciones:
= Duracion: 4 horas.

= Favor de no poner mas de un problema por hoja y escribir su nombre en cada hoja.

= La calificacién minima aprobatoria es 60 puntos.

1. (20 puntos) Aplica el método de caracteristicas para calcular la solucién al siguiente problema de Cauchy:

ug + brt’u, =u+2, (x,t) € R?
u(z,0) = x + 2.
Haz un dibujo de las curvas caracteristicas en el plano y encuentra la solucién explicita.

2. (20 puntos) Encuentra la dnica solucién entrépica (para todo x € R y ¢ > 0) al siguiente problema de
Cauchy:

ut—i—(%uz)xzo, reR, t>0,
u(z,0) = g(x), r € R,
donde
1, x <0,
glx) =<2, 0<x<l,
0, x> 1.

3. (20 puntos) Usar la férmula de Poisson para encontrar una solucién al siguiente problema
Au=0, reR, y>0
u(z,0) = g(z), z € R,

donde

1- I27 |'T| S 17
9(x) :{

0, |z| > 1.

Verifica que la férmula obtenida es, efectivamente, una funcién armonica que satisface

lim u(x,y) = g(z), para todo = € R.
y—0+

Calcula lim w,(1,y).
y—0t

4. (20 puntos) Sean L,D >0,7v€ Ry

f € C(R), con f(x)=0, si |z| >

Nt

Supongamos que u € C3([—L, L] x [0,00)) es solucién del siguiente problema con valores iniciales,

ug — Dugy = yu, ze(—=L,L),t>0,
u(—L,t) =u(L,t) =0, >0,
u(z,0) = f(x), xe[-L,L.



Finalmente, supongamos que

L
/ f(z)sin {%(m + L)} dz > 0.

—L

Demuestra que existe v, > 0 tal que

400, siy > e,

t—+00 z€[—L,L] 0, siy < 7e.

lim méx |u(q:,t):{

Calcula lim wu(z,t), cuando vy = 7.
t——+oo

5. (20 puntos) Supongamos que u € C2(R x [0,00)) es solucién del siguiente problema

U — Ugy = 0, reR, t>0,
u(z,0) = g(z), z €R,
ut(xvo) :h(l‘), xeRv

donde g y h son funciones de clase C? y de soporte compacto (es decir, g = h = 0 fuera de un interval
[ R, R], para cierto R > 0). La energfa cinética estd dada por

1

+oo
k(t) == 5/ u?(z,t) dr,

y la energia potencial es

Muestre que:
(a) la energia total E(t) = k(t) + p(t) es constante en el tiempo t;

(b) existe T > 0 tal que k(t) = p(t) para todo t > T.



