Posgrado en Ciencias Matematicas, UNAM
Topologia General Semestre 2022-2

Instrucciones:

e La duracién del examen es de 4 horas.

e El examen consta de 6 preguntas, cada una con un puntaje asignado.

e El total de puntos es 11. Para aprobar el examen es necesario obtener al menos 7 puntos. Para recibir

mencién honorifica es necesario obtener al menos 10 puntos.

Preguntas:

1.

(1.5 puntos) Falso o verdadero con argumento: el cuadrado lexicogréfico L es metrizable (puedes checar
la definicién en la siguiente pagina y usar, sin demostrarlo, que L es compacto).

. (2 puntos) Sea {X; : j € J} una familia de espacios topolégicos no vacios con |J| > 1. Argumenta

cudles son todas las implicaciones que se cumplen entre las siguientes condiciones:

(1) 1 je 7 X contiene dos subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios.

(ii) para toda j € J el espacio X; contiene dos subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios.

(iii) existe j € J tal que el espacio X; contiene dos subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios.

(1.5 puntos) Sean (X, 7x) un espacio compactoy f : (X, 7x) — (Y, 7y) una funcién continua y suprayec-
tiva. Sea B una base numerable para X y considera la familia:

ﬁ::{y\f[X\OBi] :B,cB, neN|
=1

para probar que Y es segundo numerable.

(2 puntos) Sean X un espacio topolégico conexo y K un subespacio conexo de X. Supongamos que
X \ K es la unién de dos subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios U y V. Prueba que si U es conexo,
entonces K U U también lo es (demuestra todas tus afirmaciones).

(2.5 puntos) Sea R la linea real con la topologia euclidiana, sea N el subconjunto de R formado por
los nimeros naturales y sea r ¢ R. Consideremos la funcién ¢ : R — X := (R \ N) U {r} definida por
g(x) =z six € R\N, yq(n) =rsin e N. Considera en X la topologia cociente definida por ¢ (nota
que X es el espacio cociente de R identificando en el punto r a todos los niimeros naturales).

Demuestra que en el espacio cociente X el punto r no tiene una base local numerable.

(Sugerencia: te servirfa probar que para cada abierto B que contiene a r en X, ¢~ ![B] es un abierto de
R tal que para cada n € N existe €, € (0,1/2) tal que (n — e,,n + €,) C ¢ [B].)

(1.5 puntos) Sea f: X — Y una funcién suprayectiva, continua, cerrada y cuyas fibras son compactas.
Demuestra que si X es un espacio 15, entonces Y lo es también.

(Sugerencia: puedes usar, sin probarlo, que en un espacio T cualquiera dos subespacios compactos ajenos
se pueden separar por subconjuntos abiertos ajenos).



Definicién 0.1 En L = [0,1] x [0, 1] definimos una relacién <, dada por:

C a < c o bien
(a,b) <r, (¢,d) siy sdlo si { G—cy b<d
Dados 3,6 € L se define (8,—) ={vye€L: <}y (+0)={y€L:vy<pd}. Sean S ={(B,—): 5 €
L}yU{(+,0):6 € L} y 7 la topologia generada por la subbase S. Al espacio (L, 7) se le conoce como cuadrado
lexicografico.



