POSGRADO EN CIENCIAS MATEMATICAS

Examen General de Anélisis

AVENMA DE
MEXICO
28 de julio del 2020
Semestre 2020-2
Puntos: 48 Duracién: 6 horas

= Para aprobar este examen se necesita obtener al menos 24 puntos, entre ellos por lo
menos 6 puntos deberan obtenerse de cada una de las dos areas.

= El estudiante no debera poner mas de un problema en una hoja y su nombre debera
estar escrito en la parte superior de cada hoja.

Anadlisis Real

1. (6 puntos) Sea (X, 3, 1) un espacio con medida positiva tal que pu(X) = 1. Sea f : X —
R una funcién 3-medible. Define ¢ : (0, 00) — [0, cc| por

e(p) = (/X Ifl”du) l/p.

Hacemos notar que ¢ puede tomar el valor co. Demuestra que ¢ es una funcién no
decreciente.

2. (6 puntos) Sea 0 < r < 1 un ntimero real. Sea F': R — R, tal que para toda = € R,

F( ) = 0 _ si T <7
TSI = G jaa<a<(j+1) 7wy >l

Sea p la medida de Lebesgue Stieltjes generada por F, tal que
p((a, b)) = F(b) — F(a) paracada —oo<a<b<oo.
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(e) Evalua [, Gdu, donde G(x) = sen(z).

Calcula 1(Q) la medida de los racionales.



3. (6 puntos) Sea f € L,(R), 1 <p < oo, R con la medida de Lebesgue. Para y € R sea
V) = 15C) = FC =)l

(a) Prueba que 7 es continua en R. Puedes usar que el espacio C.(R), de funciones
continuas con soporte compacto, es denso en L,(R).

(b) Muestra que el resultado no vale en L. (R).

4. (6 puntos) Sea f la funcién de Dirichlet restringida a [0, 1], es decir,

1 si zeQn[o1]
f(x)_{o si 2 elnlo,1],

donde Q es el conjunto de la niimeros racionales e I es el conjunto de niimeros irracio-
nales.
(a) Demuestra, usando la definicién de la integral de Riemann con supremos e infimos,
que f no es Riemann integrable.

(b) Encontrar la integral de f con respecto a A la medida de Lebesgue en ([0, 1], Bjo 1), A),
donde By 1) es el o-dlgebra de Borel en el intervalo [0, 1].

Analisis Complejo

1. (6 puntos) Muestra que si la funcién f : D — C* es continua en D, holomorfa en D y
cumple que |f(z)| = 1si |z| = 1, entonces f es constante.

Nota. Recordamos que D= {2z € C; |z| <1} yC* ={z € C; 2 # 0} .

2. (6 puntos) Muestra que para todo polinomio p(z) existe un punto zy con |zg| = 1 tal

que )p(zo) - % > 1.

3. (6 puntos) Considera la funcién f : C — C definida por f(z) =2z — 2 + 2 — 1.
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(a) Encuentra M = max{|f(z)| : |z2| =1} y m=min{|f(2)| : |2| =1}.
(b) {Existe un punto 2z con |zo| < 1y |f(z0)| = M?
(¢) (Existe un punto zy con |zp| < 1y [f(z0)] =m?

(d) {Hay alguna contradiccién con el principio del médulo méximo?.



4. (6 puntos) Muestra que la serie
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es convergente para todos los niimeros complejos z tales Rez > _71 Encuentre el valor
de la suma de la serie.



