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Para aprobar este examen se necesita obtener al menos 24 puntos.

El estudiante no debera poner mas de un problema en una hoja, su nombre debera
estar escrito en la parte superior de cada hoja y deberd enumerar todas la hojas.

. (6 pts) Sea (f, : R = R)>%, una sucesién de funciones continuas en R. Pruebe que el

conjunto de puntos en los que la secesiéon converge es un Fgg.

Nota:

= un conjunto A se llama F, sii A = U,enF),, donde cada F), es cerrado.
= un conjunto B se llama Gs sii B = N,,enG,, donde cada G, es abierto.

= un conjunto es F,45 es es la interseccion numerable de F,.

(6 pts) Construya una funcién g : [0,1] — R absolutamente continua, estrictamente
mondtona y tal que ¢’ = 0 en un conjunto de medida positiva.

(6 pts) Pruebe que, si £ es el espacio de sucesiones acotadas de reales y ||(&,)]|e0 =
sup,en{|énl}, entonces (fs, || - ||ls) €s un espacio de Banach.

(6 pts) Sea (X, M, u) un espacio de medida y sean f, g dos funciones reales, M-medibles
e p-integrables. Defina
Fo={xe X: f(x) >t}

Gi={r e X :g(x) >t}
Pruebe que

/X |f — gldp = /RM((Ft — Gy) U (Gy — Fy))dt.

(6 pts) Sea (R, £, m) el espacio de medida donde donde L es la o-algebra de los Lebesgue
medibles de R, y m es la medida de Lebesgue en R. Sean f,, f : R — R funciones
Lebesgue medibles. Suponga



a) fn — f casi donde sea rel. a m.
b) x|zl fu(z)|dm < 25 para todo n.
¢) Jglfu(2)]?dm < 25 para todo n.

Pruebe que:

a) fn € LR, L, m) para todo n.
b) fe L' R,L,m).
¢) lim, oo || fn — f]l1 = 0.

6. (6 pts) Algunos de los siguientes enunciados son falsos. Diga cuales son falsos y dé un
contraejemplo. {f,} es una sucesién de funciones en L*([0, 1], m).

a) Si f, converge a f casi donde sea entonces una subsucesién converge a f en
LY([0,1],m).

b) Si f, converge a f en L*([0,1],m) entonces una subsucesién converge casi donde
sea.

c¢) Si f, converge a f en L*([0,1],m) entonces f,, converge a f en medida.

d) Si f, converge a f en medida entonces f, converge a f en L*([0,1],m).



