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MEXICO
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Puntos: 48 Duracion: 6 horas

= Para aprobar este examen se necesita obtener al menos 24 puntos.

= El estudiante no debera poner mas de un problema en una hoja y su nombre debera
estar escrito en la parte superior de cada hoja.

1. (6 puntos) Sea (X, ¥, 1) un espacio de medida. Se dice que la medida p tiene la pro-
piedad de continuidad si para toda sucesién de conjuntos {A4,}5°; C X tal que
A, T Ajesdecir Ay C Ay C - yA=U2A,,6 A, ] A esdecir, A1 DAy, D -y
A =N, Ay, se tiene que limy, o (Ayn) = n(A).

Considere (R, B(R), A) el espacio de medida donde B(R) es la o-dlgebra de Borel y A
es la medida de Lebesgue. Demuestra que A tiene la propiedad de continuidad 6 da un
contraejemplo para ver que no la tiene.

2. (6 puntos)

Sean (X, X, 1) un espacio de medida, (Y,>') un espacio medible y 7' : X — Y una
funcion medible. Para cada A C Y denotamos a la imagen inversa de A bajo T' como
TEUY(A) :={z € X |T(x) € A}. Define

(o T . 2 — [0, 00),
tal que (1o T1)(A) = p(T1(A)).
a) Demuestra que (p o T171) es una medida en (Y, Y'), llamada la medida imagen

bajo T'.

b) Sea f :' Y — R tal que f(y) = >, a;1p,(y), donde n es un entero positivo,
{a;}, C [0,00) son nimero distintos y {B;}?_; C ¥’ es una particién medible de
Y, es decir los conjuntos B; no son vacios, son disjuntos y U, B; =Y. Aqui 1p,
es la funcién indicadora o caracteristica de B;.

Demuestra que f es una funcién medible de (Y,Y') en (R,B(R)), (donde B(R)
denota los Borelianos) y demuestra que

[ sdtuot = [ (roT)an



3. (6 puntos)
Sean {f,}n>1, f v g funciones medibles en un espacio de medida (X, X, p).

a) Supén que f, — f c.d. relativo a p y f, — g c.d. relativo a p. Demuestra que
f =g c.d. relativo a p.

b) Supén que {f,}n>1, f v g pertenecen a L' (X, %, 1) y que ademds f,, — fen L'y
fn — g en L'. Demuestra aque f = g c.d. relativo a p.

4. (6 puntos)
Sea ([0, 1], £, A) el espacio de medida donde L es la o-dlgebra de los Lebesgue medibles
de [0,1] y A es la medida de Lebesgue en [0, 1].
a) Sea {f,} C L'([0,1], £, \) una sucesién tal que f,(z) > 0 para todo n € N. Sea
f:[0,1] — R tal que f,, — f en medida y f[o 1 frndX\ — f[o 1 fd.
Prueba que para todo E € L se tiene que [, fod\ — [, fdA.

b) Sea {f,} una sucesién de funciones medibles. Prueba que f, — 0 en medida si y

solo si 1m0 iy, TN = 0.

5. (6 puntos)

a) Sea f : [0,1] — R una funcién Lebesgue medible tal que f(x) > 0 para todo
€ [0,1]. Sea E, = {z € [0,1] : n —1 < f(z) < n} para todo n € N. Sea A la
medidad de Lebesgue sobre [0, 1].
Prueba que f € L'([0,1], £,X) siy solosi Y, . nA(E,) < oo.

b) Sea f : [a,b] — R una funcién continua tal que f(x) > 0 para todo = € [a,b].
Prueba que

lim ( / ’ f”(:c)da:) " sup{ f(z) : @ € [a, ]}

n—o0

6. (6 puntos)
Sea K : R — R, tal que K(z) > 0 para todo z, K € C*(R) y [ K(x)dx = 1.
Sea f : R — R continua.
Prueba que para todo h,z € R, ffooo f(z —y)K(¥)dy tiene sentido y

h—0

gy [ a0 () dy = fo)



