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PoSGRADO EN CIENCIAS MATEMATICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

Instrucciones:

1.

FEste examen tiene 6 problemas, cada uno de ellos vale 20 puntos.

2. Los problemas marcados con (*) son obligatorios.

2. Para aprobar el examen se requiere de un minimo de 80 puntos.

3. El tiempo para resolver el examen es de 4 horas.

(*) Problema 1.

Problema 2.

(*) Problema 3.

Problema 4.

Una relacién de equivalencia en C™!" — {0} se define mediante
(20y -eey Zn) ~ (W0, .oy Wi ) &= IA € C —{0} tal que (Wo, ..., wn) = (AZgy eey AZp ).
El espacio cociente CP™ := (C™! — 0)/ ~ se llama el espacio proyectivo complejo.

a) Demuestre que CP™ es compacto.

b) Sea U; ={lzo,...,zn] : z; # 0} C CP™, para i = 0,...,n. Defina una funcién adecuada
¢i : Uy — C™, tal que {(Ui, ¢i)}]; nos da una atlas suave para CP™.

c¢) (Cudl es la dimensién real de CP™?

Considere el toro T> = S' x S" ¢ C?, donde S' = {z € C : |z| = 1} y sea & un ndmero
irracional fijo. Considere la funcién

v:R— TZ, Y(t) — (elmt) elmoct)-

Demuestre que la imagen y(R) es una subvariedad suave de T?, pero no es una subvariedad
encajada.

Una funcién h: R3 —{(0,0,z) : z € R} — R definida por
h(XJJ»Z) = (2 - (XZ +Uz)1/2)2 + Zz

a) Demuestre que 1 es un valor regular de h. Denote por N = h='(1).

b) Demuestre que N y la superficie
M={(x,y,z) e R®: x> +y?> =1}

no son transversales.

¢) Demuestre que N y la superficie
L ={(xy,z) e R : X +y? =4
son transversales. Identifique la variedad N N Z.

Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita y sea A = {(v,v) : v € V} la diagonal
de V x V. Dada una transformacién lineal T : V — V., consideramos su grafica, es decir
el subespacio de V x V dado por W = {(v,Tv) : v € V}. Pensando en W y A como
subvariedades suaves de V x V|, pruebe que W y A son transversales si y solo si 1 no es
un valor propio de T.



Problema 5. Considera la funcién f: R? — R dada por f(x,y,z) = x* + y? — 22

a) Prueba que 0 es el tnico valor critico de f.

b) Demuestra que si a y b son ambos positivos o ambos negativos, entonces f(a)y
f~1(b) son difeomorfos y prueba que si a > 0 y b < 0 entonces f'(a) y f'(b) no
son difeomorfos.

¢) (Es f71(0) una subvariedad suave?

Problema 6. Demuestre que una variedad suave simplemente conexa es orientable.



