Posgrado en Ciencias Matematicas
Examen General de Ecuaciones Diferenciales Parciales
Semestre 2021-2

Instrucciones:
= Duracion: 4 horas.

= Favor de no poner mas de un problema por hoja y escribir su nombre en cada hoja.

1. (20 puntos) Aplica el método de caracteristicas para resolver el siguiente problema de Cauchy:
up + 2te "u, =%, zeR,t R,
u(z,0) =z, z e R

Haz un dibujo de las curvas caracteristicas. jLa solucién encontrada estd globalmente definida (es decir,
existe para todo (z,t) € R?)? Explica tu respuesta.

2. (20 puntos) Resuelve el siguiente problema de Cauchy para la ecuacién del calor:

Ut — Ugy = 0, reR, t>0,
u(z,0) = g(z), z €R,
donde
a, <0,
g(x) =
B, x>0,

donde a # [ son constantes. Verifica que la férmula obtenida es, efectivamente, solucion del problema de
Cauchy, que satisface
lim wu(z,t) = g(x).

t—0t

Nota que la condicién inicial es discontinua en x = 0. ;Cual es la regularidad de la solucién calculada?
Justifica tu respuesta. Calcula el limite,

Jm w(z, 1),

para cada x € R fijo.

3. (20 puntos) Calcula la solucién del siguiente problema de valores iniciales y de frontera tipo Neumann
para la ecuaciéon de onda en una dimensién espacial:

Upt — Uy = €L COS (%)7 x €[0,L], t>0,

u(z,0) = w(x,0) =0, x €10, L],
ug(0,%) = uy(L,t) =0, t>0,

donde L > 0 es constante. Justifica todos los pasos y verifica que, efectivamente, la solucién encontrada
resuelve el problema.

4. (20 puntos) Sea u = u(z,t), 0 < u < 1, la densidad normalizada de trafico vehicular que es solucién del
siguiente problema de valores iniciales:

g + U (1 — 2u)u, =0, xR, t>0,
U(ZE,O) = g(x)a YIS ]Ra

donde v,, > 0 es una constante (velocidad maxima) y g € C*(R) es una densidad inicial conocida tal que
¢’ = ¢'(x) tiene un tnico méximo z; € R con

/ o . /
g'(z1) = mixg'(z) > 0.



(a)

(b)

()

Haz un estudio de las caracteristicas del problema, determina la velocidad caracteristica y deduce que
la solucién genera una onda de choque a tiempo finito.

Demuestra que para tiempos cortos, 0 < t < 1, la solucién u estd definida implicitamente por la
férmula
u = g(x — vpt(l —2u)).

Demuestra que el tiempo de rompimiento, ¢t = t, > 0, definido como el instante en el que se forma la
onda de choque, es el primer valor de ¢ para el cual se cumple la relaciéon

1 —2u,tg' (2 — v t(1 — 2u)) = 0.

Muestra que el punto inicial de la onda de choque, (x,,t.), pertenece a la caracteristica I',, que pasa
por el punto (z1,0) y prueba que
1

ty = —————.
209" (1)

5. (20 puntos) Sea Q C R* un dominio abierto, acotado con frontera suave (al menos 9Q € C') y sea el
dominio exterior Q. := R?\Q. Demuestra que el problema de Robin para el dominio exterior, a saber,

Au =0, en (g,
dyu+ au =g, sobre 0,

u acotada, en Q,

donde o > 0 es constante, g € C(9€) y J,u denota la derivada normal exterior de u sobre 0§, tiene, a lo
més, una solucién de clase C?(Q.) N C1(€2.). Para ello sigue los pasos que se detallan a continuacién:

(a)

Demuestra que cualquier solucién del problema satisface la siguiente estimacion de gradiente:

0 C
‘ Y ‘< j=1,2,

o, | =

siempre que |z| es suficientemente grande y para cierta constante C' > 0. Sugerencia: Puedes emplear
la transformada de Kelvin,

a2 . 2
Yy = Ta(l') = W‘Tﬂ T = Ta (y) = Ta(y) = ?lﬁ

donde a > 0 es suficientemente grande tal que Q C B,(0) y B, = {x € R? : |z| > a} C Q.. Verifica que
To(Be) = Bq(0)\{0}. Puedes usar (sin demostrar) que v(y) = u(T,(y)) es arménica en T,(B,.) con el
fin de obtener una cota para |0v/dy;| en |y| < a/2. Usa esta informacién para probar la cota deseada.
Notese que esta estimacién es independiente de la condicién de frontera.

Sean w1, us dos soluciones del problema y define w := u; — ug. Integra apropiadamente por partes y
usa la cota del inciso (a) para probar que, para R > 0 suficientemente grande,

Co
Vw|?dz < .
/QCQBR | w| v R3/2

(Justifica todos los pasos.) Concluye.



