Posgrado en Ciencias Matematicas, UNAM

Examen de Admisién - Algebra Lineal
Semestre 2019-1

Instrucciones: Resuelva 4 y sélo 4 ejercicios (si se entregan méas de 4 ejercicios sélo se calificardn los 4
primeros). El ejercicio 1 es obligatorio. Por favor, no ponga mas de un problema por hoja y escriba su
nombre en cada hoja.

1 Sean las matrices

1 2 3 1 4 7
A=14 5 6|, B=|[2 5 8
78 9 3 6 9

Encuentre la solucién general a las ecuaciones:

1
(a) Az=15
11
(b) Az = Bz.

2. Sean A y B dos matrices reales de n x n.
(a) Demuestre que si A y B son simétricas entonces
(A% + B?)z,x) > (AB + BA)e, ),

para cualquier z € R™. Aqui (-,-) denota el producto usual en R", es decir, (z,y) = Zj i, Y
(Sugerencia: Considere ((A — B)?z,x).)
(b) Encuentre un contraejemplo al inciso (a) si la hipdtesis de simetria de A y B no se cumple.

(¢) SiC es otra matriz real de n x n y suponemos que (Cz,z) = (Bx,z) para todo z € R", jqué se
puede decir de B — C? (No suponga que B es simétrica.)

3. Sea V C R* el subespacio definido por la ecuacién x; + 3xo — 53 — x4 = O.

(a) Encuentre una base ortogonal del subespacio V.

(b) {Cudl es el punto sobre el plano z; + 3z2 — 5z — x4 = 36 més cercano al origen?

4. Encuentre el valor del parametro a € R para el cual el polinomio caracteristico de la matriz

0 1
A=11 0
0 1

Q O

es p(A) = det(A — M) = —\3 — 202 + \. Demuestre que para ese valor del parametro a la matriz A es
diagonalizable sobre los reales, es decir, existe una matriz invertible S tal que S™'AS es una matriz
diagonal con entradas reales. jExisten valores de a € R para los cuales A no es diagonalizable sobre
R? Explique su respuesta. (Nota: No es necesario calcular S~1.)



5. Sea Tp : R? — R? la transformacién lineal en el plano definida como una rotacién de dngulo 6 € [0, 27)
alrededor del origen en sentido inverso a las manecillas del reloj. Sean U : R? — R? la transformacién
lineal en el plano definida como la imagen de un punto (x,y) con respecto a larecta z =y, y V : RZ —
R? la transformacién lineal en el plano definida como la imagen de un punto (z,y) con respecto al eje
x. (Véase la figura 1.)

Ta,y) -
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V(z,y)

Fig. 1: Transformaciones Ty, U y V.

(a) Encuentre las matrices que representan a las transformaciones Ty, U y V en la base candnica de

. 1 . 0
R2, es decir, é; = (O) y 6y = (1>

(b) Si para cierto n se tiene que VIpU = T, exprese 7 en términos de 6.

6. Cierto o falso. Una matriz A € R"*" es simétricasi AT = A, es decir, si A;j = Aj;, para cualesquiera
1 <4,j <n. Una matriz A € R"*" es positiva semi-definida si (z, Az) := 2T Az := Z?jzl x; Az >0
para todo x € R™. Los siguientes enunciados, json ciertos o falsos? Demuéstrelos o de un contraejemplo.
(a) Sea vi,...,v, una base de R™. Si vaAvj > 0 para todo 1 < j < n entonces A es positiva
semi-definida.

(b) Si A€ R"™™™ y B € R"*" satisfacen = Az = 2" Bx para todo € R™ entonces A = B.

(c) Si A € R™ " es positiva semi-definida y simétrica entonces /A;;A;; > |Ai;|, para cualesquiera
1<i,j<n.



