EXAMEN GENERAL DE PROBABILIDAD
SEMESTRE 2020-1, ENERO DE 2020

Duracién: 6 horas
Instrucciones:
1. La calificacién aprobatoria minima es 5.
2. Cada problema vale 1 punto.
3. Los incisos de cada problema se califican independientemente y tienen el mismo valor.
4. Pueden suponer cierto el inciso anterior, aun sin resolverlo, para responder a los que
siguen.

1. PROBABILIDAD

Problema 1. Sean X y Y variables aleatorias en un espacio de probabilidad (2, F,P) tales que
PX =0,Y =0 =PX=0,Y=1]=PX=1Y =0 = 1.
1.1. Encontrar la funcién de distribucién conjunta Fxy de X y Y.
1.2. Encontrar las funciones de distribucién marginales.
1.3. Demuestre que X y Y no son variables aleatorias independientes.
1.4. Encuentre un punto (o, yo) € R?, tal que, Fx y(7o,0) > Fx.y(z1,v1) para todo r1 < ¢ o
y1 < Yo, y que P[X = x0,Y = yo] = 0.

Problema 2. Considere el espacio de probabilidad ([0, 1], B(]0, 1]), A), donde A denota a la medida
de Lebesgue. Defina a la funcién R : R — {—1,+1} por

[ 1 sit—[t]e(0,d),
R(t) —{ 1 sit—[ el
Para n > 1, definimos R, (z) := R(2" 'z) para z € [0,1), y R,(1) = 1.

2.1. Pruebe que E(R,,) =0y Var(R,) = 1.
2.2. Sea ¥, := o(Ry, ..., Ry). Pruebe que E(R,,+114) = 0 para todo A € F,,.
2.3. Encuentre una versién de la variable E( Ry,41 | Fp).

Y

Problema 3. Sea {X,},>0 una sucesién de variables aleatorias tales que lim, . E(X,) = c.
Demostrar que

3.1. si limy, 0 Var(X,,) = 0 entonces {X,, },>0 converge en probabilidad,
3.2. 81 Y 02 s Var(X,) < oo entonces { X, },>0 converge casi seguramente.

Problema 4. Sean T} y T5 dos variables exponenciales independientes, del mismo parametro 1.

4.1. Pruebe que T5 — T} tiene densidad dada por = e*|"""‘/2. Sugerencia: Puede utilizar la
férmula de convolucién.
4.2. Calcule la funcién caracteristica ¢ de Tj y de To — T7, deduzca que

[o¢]
/ eiumle—lml dr = 1 )
o 2 1+ u?

v que la funcién caracteristica de T5 — 77 es un multiplo de la densidad Cauchy.
4.3. Deduzca por la formula de inversion de Fourier que la funcion caracteristica de una variable
Cauchy, con densidad x + 1/m(1 + 22) estd dada por u s e~ 4.
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2. PROCESOS ESTOCASTICOS

Problema 5. Suponga que tiene N objetos que pueden estar pintados con C' colores posibles. Se
escoge un objeto al azar y se cambia su color por uno de los otros C' — 1 colores aleatoriamente.
Se repite el procedimiento.

5.1. Describir la dindmica rigurosamente a través de una cadena de Markov y encontrar su
distribucién estacionaria.

5.2. Supongamos que el color blanco estd entre los C' colores. Sea X, la cantidad total de objetos
pintados de blanco tras n elecciones. Encontrar lim,, o, P(X,, = k) para k entero positivo.

Problema 6. Sea N = {N;, s < ¢} un proceso de Poisson de intensidad a > 0 en el intervalo [0, ¢].
Para (8 € R calcule de manera explicita ®(3) = E(efBNt) y defina la medida Q en F; = o0(Ny : s < t)
mediante la férmula

Q(A) e AeT
:m<m), c 5.
(5) t
Pruebe que N es un proceso de Poisson en [0,¢] bajo la medida Q y calcule su intensidad.

Problema 7.
Considere el siguiente proceso: Se inicia con un palo de longitud 1. Se quiebra en 2 palos (donde
el punto de corte es aleatorio), se tira una de las partes y se conserva la otra parte, que serd ahora
nuestro nuevo palo. Se repite el procedimiento (todos los cortes son independientes entre si). Sea
X, la longitud del n-ésimo palo.
7.1. Muestre que {X,}»>0 es una supermartingala que converge casi seguramente.
7.2. Demuestre que n~ ! log(X,,) converge casi seguramente y calcule el limite. Sugerencia: ff log(x)dz =
(zlog(x) — )5
Problema 8. Sea {B; :t > 0} un movimiento browniano empezando en 0 definido en un espacio
de probabilidad (2, F, ()¢, P). Consideremos el tiempo de paro Dy = inf{¢t > 1, B, = 0}.
8.1. Mostrar que ~
P(D; <t)=P(3s € [0,t — 1], Bs = —By)
donde {B; : t > 0} es un movimiento browniano independiente de F7. Deducir de lo anterior
que P(D; < t) = E[g(B1)], donde g(x) = P(supycjo—1) Bs > [z]).
8.2. Mostrar que el proceso {B; : s > 0} definido por

. B _
B, = (t—1)s
vt—1
es un movimiento browniano independiente de F; y mostrar que

g() = P( sup By 1), > Jaf) = P(VE— 151 = Ja])

s€[0,1]

donde §; = SUPe0,1] B,.
8.3. ;Cual es la relacién entre la ley de S y la de |B1|? ;Son independientes? Mostrar que

2

N
P(D; < t) :IP(1+ = gt)

donde N y N son dos variables gaussianas estandar independientes. Concluir que la variable

D; tiene densidad
1

fu) = ﬁl{u>l}-



