EXAMEN GENERAL DE PROBABILIDAD
SEMESTRE 2022-I, MARTES 11 DE ENERO DE 2022

Duracién: 6 horas
Instrucciones:
1. La calificacién aprobatoria minima es de 5 puntos.
2. Cada problema vale 1 punto.
3. Los incisos de cada problema se califican independientemente y tienen el mismo
valor.
4. Puede suponer cierto el inciso anterior, ain sin resolverlo, para responder a los
que siguen.

1. PROBABILIDAD

Problema 1. Sean (£2;,J;,P;) espacios de probabilidad para i € {1,2} y defina € =
{A; x Ay : A; € F;}. Pruebe que a lo més existe una medida P en § = ¢(C) tal que
P(A; x Ay) = P1(A;) Py(Az). Asuma que dicha medida P existe y defina ; : 1 x Qy — Q;
dada por 7;(wq,ws) = w;. Pruebe que m; y my generan o-algebras independientes.

Problema 2. Sea X una variable aleatoria no negativa con variancia finita y o € (0, 1).
Pruebe que

E(X)"

E(X?)

Sugerencia: Recuerde que X = X1ixsanx) + X1ix<amx)}-

P(X > aE(X)) > (1 —a)?

Problema 3. Sea (X,,) ey una sucesién acotada en L, (2, F,P), es decir sup,, || X,||, < oo.
Pruebe que

lim sup]E(|Xn|1‘Xn‘>C) =0.

Cc—00 n

Sugerencia: La idea de la desigualdad de Markov y la desigualdad de Hélder le pueden ser
de utilidad.

Problema 4. Sean X, Xs,... variables independientes con distribucion comun F. La
funcién de distribucion empirica F), se define como

1 n
=1

1. Pruebe que, para cualquier z € R, F,(z) — F(z) casi seguramente conforme n —
oo. Enuncie un teorema limite central para F),(x).

2. Cuando F es la distribucién uniforme, defina X,,(z) = /n(F,(z) — z). Para 0 <
r <y < 1, calcule E([X,,(y) — X, (x)]?). Por otra parte, al desarrollar el cuadra-
do, calcule E(X,,(z)X,(y)). Utilice esto para enunciar y probar un teorema limite
central para (F,(z), F;,(y)), con una matriz de covarianzas igual a

(c(x, D y))
c(z,y) cy,y))’
donde ¢(z,y) = x(1—y). Opcionalmente, diga si reconoce a la anterior funcién de la teoria

de procesos Gaussianos.
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2. PROCESOS ESTOCASTICOS

Problema 5. Sea P una matriz asociada a una cadena de Markov con espacio de estados
I que es doblemente estocdstica (3,c; Prj = > _.c; Py = 1). Demuestre que:

1. Si I es finito, entonces todos los estados son recurrentes positivos.
2. Si I es infinito y P es irreducible, entonces todos los estados son transitorios o
recurrentes nulos.

Problema 6. Considere la siguiente generalizaciéon de un proceso Poisson. Sea N(a, b] la
cantidad de puntos del proceso en el intervalo (a, b]. Suponga que para toda coleccién de
conjuntos {(a;, b;]}¥_, disjuntos en [0, 00) ocurre que

k
= bi —ai)"™ _h—as
P(N(ai,bi] =n;, Vi= 1k> :/0 f(g;)Hwe w(bi=a)
=1

7.

es decir la intensidad A es aleatoria y tiene una funcion de densidad f con soporte contenido
en (0,00). Pruebe que

Var(N(0,t]) > E(N(0,t]),
donde la igualdad ocurre exclusivamente cuando A es constante. Sugerencia: Condicione
en el valor de .

Problema 7. Sean T un tiempo de paro, M una martingala y 0 < s < t. Recuerde que
el teorema de muestreo opcional nos dice que E( Myt | Fsar) = Msar y que por lo tanto
M7T = (Mynr,t > 0) es una (F;,r)-martingala. El objetivo de este ejercicio es mostrar
que M7T es de hecho una (J;)-martingala.

1. Pruebe que N es una (&;)-martingala si y sélo si E(Ny) = E(Ny) para cualquier
tiempo de paro T acotado. Sugerencia: Para el regreso basta suponer la hipotesis
para tiempos de paro que toman 2 valores y tienen la forma T = sl + t1 4c donde
AeF,ys<t.

2. Sean 0 < s <ty A € F,. Pruebe que E(Mjrrla) = E(M,ar1l4) al descomponer
las esperanzas sobre {T' < s} y su complemento.

Problema 8. Sea B es un movimiento Browniano y ¢; = 0 para algin 6 > 0. Dadas
c:R — R, yb:R — R funciones medibles, demuestre que el proceso estocastico a
tiempo discreto (X3,,7 > 0) dado por

Xo=a y Xpyy = Xo, +0(Xs,) (Broyy — Br) +0(Xs,) (tar1 — t0)

es una cadena de Markov (homogénea) con espacio de estados continuo.
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