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P0OSGRADO EN CIENCIAS MATEMATICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

Instrucciones: Este examen tiene 6 preguntas, cada una de ellas vale 20 puntos. Para aprobar
el examen se requiere de un minimo de 80 puntos. El tiempo para resolver el examen es de 4
horas.

Ejercicio 1. Considere las matrices cuadradas n x n con entradas reales, denotadas por M(n,R) y sea
Sim(n,R) las matrices simétricas y f: M(n,R) — Sim(n,R) dada por f(A) = AYA.

a) Demuestre que Dgf(A) = AUB + BYA y que es un epimorfismo si A~ = A
(Sugerencia: utilice la definicién de la derivada direccional sumando hB con h — 0).

b) Concluya que {A € M(n,R) : A"A = Id} es una subvariedad compacta y calcule su
dimension.

Ejercicio 2. a) Sea S' el circulo unitario en el plano complejo. Demuestre que la funcién S' — S!
definida por z — (Z)™, tiene grado —m (donde Z denota el conjugado de z € S).

b) Utilice la férmula de Lefschetz ( L(f) = Zf(x):x Ly (f) ) para demostrar que la carac-
terisca de Euler de la esfera S? satisface x(S?) = 2.
Ejercicio 3. Una funcién f : R® —{(0,0,z)} — R definida por
f(x,y,2) = (2 — (x* +y*)/2)? + 2%

a) Muestre que 1 es un valor regular de f. Denote por M = f~1(1).

b) Muestre que M con la superficie
N ={(x,y,z) e R®:x* +y* =4}

es transversal. Identifique la variedad M N N.

Ejercicio 4. Sea (E,m, X) un n-haz vectorial diferenciable, con X conexo. Sea f: E — E un homomor-
fismo diferenciable de haces con fo f = f. Pruebe que el rango fy es constante r para todo
x € X.

Ejercicio 5. Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n con frontera.

a) Demuestre que la frontera OM es una variedad diferenciable (sin frontera) de di-
mensién (n—1).

b) Demuestre que si M es orientable, una orientacién de M induce una orientacién sobre
oM.



Ejercicio 6. Sea S C R3 la esfera de radio 1 y f: S* — R?* la funcién
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f(x,y,z) = (X —yz,Xy,XZ,yZ) .

Pruebe que la funcién inducida en el cociente RP? estd bien definida, es decir f induce una
funcién g : RP? — R?, tal que
SZ 41() R4
"i %
RP?

es conmutativo, donde 7 : $2 — RP? es la funcién cociente. Demuestre que g es un encaje
del proyectivo real RP? en R*.



