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Instrucciones:
1. Este examen tiene 6 problemas, cada uno de ellos vale 20 puntos.
2. Los problemas marcados con (*) son obligatorios.

3. Para aprobar el examen se requiere de un minimo de 80 puntos (90 puntos o mds es
aprobado con mencion honorifica).

4. El tiempo para resolver el examen es de 4 horas.

5. Justifique claramente sus respuestas.

(*) Problema 1. Una relacién de equivalencia en R™! —{0} se define mediante
(X0y -eoy Xn) ~ (Yoy ey Yn) <= IA € R — {0} tal que (Yo, .oy Yn) = (AX0y +vey AXp ).
El espacio cociente RP™ := (R™! —0)/ ~ se llama el espacio proyectivo real.

a) Demuestre que RP™ es de Hausdorff y segundo contable.

b) Construya un atlas para RP™ donde los cambios de coordenadas son funciones suaves.
Problema 2. Demuestre que el conjunto solucién del siguiente sistema de ecuaciones

¥ +yd+22 =1
x+y+z=0

es una subvariedad de R? de dimensién 1.

(*) Problema 3. a) Sea X 5 ¥ % Z una sucesién de transformaciones suaves entre variedades, y suponga
que g es transversal a una subvariedad W de Z. Muestre que f es transversal a
g (W) siy sélo si gof es transversal a W.

b) ;Para cudles valores de a ocurre que el hiperboloide definido por xZ + yz — =1y
la esfera x* +y? +z% = a tienen interseccién transversal? ;Cémo se ve la interseccién
para diversos valores de a?

Problema 4. Sean M y N variedades suaves de dimensién n. Demuestre que las siguientes dos afirma-
ciones son equivalentes:

a) Sea f: M — N funcién suave tal que para p € M se tiene que dfy, es un isomorfismo
lineal, entonces f es un difeomorfismo local en p.
b) Sea f: M — N funcién suave tal que para p € M se tiene que df, es un isomorfismo

lineal, entonces existen parametrizaciones locales (U, ) de p € M y (U, ) de f(p)
con el mismo dominio abierto U C R™, tales que el siguiente diagrama es conmutativo
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Problema 5. Demuestre que una funcién f: S' — S' se extiende al disco B={z € C: |z| < 1} si y sélo
si deg(f) = 0.

Problema 6. Sean M y N conexas sin fronteras. Demuestre que M x N es orientable si y sélo si M y N
lo son.



