Posgrado en Ciencias Matematicas, UNAM
Topologia General Semestre 2023-2

Instrucciones
s La duracién del examen es de 4 horas.
» El examen consta de 6 preguntas, cada una con un puntaje asignado.

= El total de puntos es 11. Para aprobar el examen es necesario obtener al
menos 6.5 puntos. Para recibir mencion honorifica es necesario obtener
al menos 10 puntos.

Preguntas:

1. (2 puntos) Sean (X, 7x) v (Y, 7y) espacios topoldgicos. Una funcién
f X — Y es débilmente continua en un punto x € X si y solo si
siempre que f(z) €V € 1y, existe U € 7x tal quex € Uy f(U) C v
La funcion f es débilmente continua si y solo si es débilmente continua
en cada punto z € X. Decimos que f es fragilmente continua si y solo
si para cada V € 1y, f}(Fry(V)) es cerrado en X.

a) Demuestre que f es débilmente continua si y solo si para cada
Y

Ve, fI(V) Cintx (f1(V)).
b) Demuestre que f es continua si y solo si es ambos débilmente y
fragilmente continua.

2. (2 puntos) Sean X; un conjunto no numerable y X5 cualquier con-
junto infinito. Suponga que X; y X, tienen las topologias discretas y
sean X7 = X; U {oo1} y X3 = Xy U {00z} las correspondientes com-
pactaciones por un punto. Demuestre que X{ X XJ es normal, pero
(X7 x X35) — {(001,002)} no lo es. (Nota: Dado un espacio topoldgico
X, la compactacion por un punto de X, denotada por X*, se obtiene
al agregar un punto oo, X* = X U {oo}, y definiendo los conjuntos
abiertos del nuevo espacio como los conjuntos abiertos de X junto con
los conjuntos de la forma U U {oo}, en donde U es un conjunto abierto
de X tal que X —U es cerrado y compacto. Puede usar en este ejercicio,

sin demostrar, que los espacios resultantes X; y X3 son compactos y
Hausdorft.)



. (1.5 puntos) Sea X un espacio localmente conexo tal que X = AUB
donde A y B son cerrados y AN B es localmente conexo. Demuestre
que ambos A y B son localmente conexos.

. (1.5 puntos) Sea ¢ : X — Y una funcién continua y suprayectiva.
Demuestra que si ¢ es una funcion abierta, entonces la topologia de Y
es la topologia cociente generada por q.

. (2 puntos) Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto no
numerable de X. Demuestre que si X es compacto, entonces existe un
punto x € X tal que para cada vecindad V' de x, VN A es no numerable.

. (2 puntos) Paracadat € [0, 1],sea I; = {0, 1} con la topologia discreta

ysea X = [] I;. Demuestre que X no es metrizable.
te(0,1]



