Examen General de Conocimientos: Algebra Moderna.
Semestre 2024-1.
19 de enero de 2024.

Instrucciones: El examen se deberd resolver en un maximo de 3.5 horas.
Escoge y resuelve solamente 3 ejercicios de Grupos y 3 ejercicios de Anillos,
Campos y Teoria de Galois. La calificacion se determinard con base en los
6 ejercicios escogidos. Si se resuelven mas de 3 ejercicios en cada seccidn, se
calificaran los primeros 3. La calificacion minima aprobatoria es 6. Ademas,
justifica bien todo hecho o afirmacién de los que hagas uso.

Teoria de Grupos.

1.

Sean f : G — H un morfismo de grupos y N un subgrupo normal
de G tal que N C Kerf. Demuestra que existe un tnico morfismo
de grupos f : G/N — H tal que f = fopy Imf = Imf, donde
p: G — G/N es la proyeccién canodnica. Calcula Kerf y demuestra
con ello que, f es un monomorfismo de grupos si y solo si N = Kerf.
Infiere con lo anterior el primer teorema de isomorfismo.

Sea G un grupo finito que tiene un subgrupo H de indice p, donde p
es el menor primo que divide a |G|. Demuestra que H es un subgrupo
normal de G.

(a) Sean G un grupo finito y H un p-subgrupo de G. Demuestra que
[G: H|=[Ng(H): H] (mod p).

Sugerencia: Define una acciéon de H sobre el conjunto de las clases lat-
erales izquierdas de H y analiza los puntos fijos de esta accion.

(b) Sea G un p-grupo finito no trivial. Demuestra que cualquier sub-
grupo propio de G esta contenido propiamente en su normalizador.

. Sea G un grupo no abeliano de orden p* con p primo. Demuestra que

\Z (G)| =p, G/zc) ~ L, xZ,y que Z (G) = G" donde G’ es el subgrupo
conmutador de G.

Recuerda que se define inductivamente la serie derivada de un grupo G
como:

GO =G, G = [G,G] y G =[GV, GV
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Demuestra que G es soluble si y so6lo si existe un natural n tal que

G = {1}.

Anillos, Campos y Teoria de Galois.

1. Considera Z (\/3) = {a + V5 | a,b € Z} y una “norma” N definida
como N (z) := |a® — 50?| si 2 = a + by/5. Demuestra que:
(a) Si x no es cero y no es unidad, entonces N (z) > 4.
(b) x es irreducible si 4 < N (x) < 16.
(c) 4 se factoriza como producto de irreducibles, pero no de manera
Unica.
Concluye que Z (\/5) no es un D.F.U.

2. Sean k un campo, K := k (z) el campo de cocientes de k[z] y u € K.
Demuestra que K = k (u) si y solo si u = %+ para algunos a,b, c,d € k

cx+d
a b
tales que det < ¢ d ) # 0.

3. Sean f(z) = 2* — 522+ 6 € Q[z] y E su campo de descomposicion.
Demuestra que Gal (E |g) ~ Za X Zs.

4. Sea F |g una extension de campos tal que [F': E] < oo. Supo6n que
para cualesquiera dos subcampos F; y F, de F' que contienen a F, se
tiene que F; C I, o Fy, C F. Demuestra que existe un elemento a € I
tal que F = F («).



