Posgrado en Ciencias Matematicas
Examen General
Solucién Numérica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Semestre 2024-1

1 Instrucciones

Se tendrd 3 horas para entregar su examen a partir de la hora de inicio. Entregue en hojas por separado
sus respuestas indicando los pasos para llegar a la respuesta final. Se tiene que escribir en limpio y
claro todos los pasos de su razonamiento matematico. En la esquina superior derecha de cada pagina,
escriba su nombre y enumere las paginas. Los exdmenes que no cumplan con las instrucciones, o
que no sean legibles no seran calificados.

2 Problemas

1. (20 puntos) Enuncie el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias
con condicién inicial y posteriorment utilizelo para demostrar que los siguientes problemas
tienen solucién tnica. Adicionalmente, para cada uno de los problemas encuentra su solucién
unica con métodos analiticos:

(@) y'=ycos(t), 0<t <1, y(0)=1.
2
(b) y'=y+rPe’, 1<1<2, y(1) =0,

2. (20 puntos) Enunciar la definiciéon de error de truncamiento (consistencia) de un método
numérico. Demostrar que el método del punto medio definido como:

$o =yo

o . h . h . .
yi+1=)’i+h(f(ti+§,yl'+Ef(fi,y,'))) parai € {0,...,N},

que se emplea para aproximar la ecuacidn diferencial ordinaria escalar:
y'=f(t.y) t€(a,b)
y(a) = yo.

tiene un error de truncamiento de orden » = 2 y donde N es el nimero de sub-intervalos que
divide a [a, b],t; == a+ihy h = (b—a)/N. (Sugerencia: utilizar el hecho de que f satisface
la condicién de Lipschitz en la variable y, el teorema de Taylor varias veces, y la desigualdad
x < |x| Vx € R).

3. (10 puntos) Utiliza el teorema de Taylor con residuo para obtener la siguiente approximacion
de tercer orden para una funcién suficientemente derivable y : R — R,

y(x +3h) =3y(x +2h) = 3y(x + h) + y(x) + Ch>,



donde C es una constante.
4. (30 puntos) Sea la ecuacion diferencial ordinaria escalar:
y'=f(ty) te(a,b), (1)
y(a) = yo. )
Supongasé lo siguiente:

(a) La funcién f(t,y) satisface la condicién de Lipschitz en la variable y con constante
Lipschitz L.

d2
a0

(b)

< M paratodot € [a, b].
Sea ¥; la aproximacion de la solucién y(¢;) utilizando el método de explicito de Euer:
Virt = 9i + hf (L, i) parai € {0,..,N},

donde N es el nimero de sub-intervalos que divide a [a, b], t; == a+ih,y h := (b —a)/N.
Entonces demostrar que

ly(1) = il < Ch parai € {0,.., N}, 3)

donde C es una constante. Supodngase adicionalmente que & < 1. Sugerencia: Utilizar el

siguiente Lemma: Sean ¢, s nlimeros reales positivos y sea {ai}fzo una sucesién que satisface

t
agp > ——, y a1 < (1+s)a;+t parai € {0,..,k—1},

entonces,

5. (20 puntos) Problemas rigidos:
(a) Deduzca el método BDF (Backward Differentiation Formula) de orden 2:
R 4 1, 2 R
iz = Pt + 351 = ghf(mz, Vir2)-

(b) Demostrar que la region de estabilidad absoluta de este método contiene al eje real
negativo:
—oc0 < Ah < 0.
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