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POSGRADO EN CIENCIAS MATEMATICAS

Examen General de Analisis Real

AVENMA DE
MEXICO
Enero 2024
Semestre 2024-1
Puntos: 36 Duracién: 6 horas

» Para aprobar este examen se necesita obtener al menos 24 puntos.

= El estudiante no deberda poner mas de un problema en una hoja, su nombre debera
estar escrito en la parte superior de cada hoja y deberd enumerar todas la hojas.

1. (6 puntos) Sea X = [0,1] y M la o-algebra de los Lebesgue medibles. Considera m
como la medida de Lebesgue y i como la medida de conteo en M. Muestra que m es
finita y absolutamente continua respecto a p pero no existe una funcién f para la cual

m(E) = /Efdﬂ, E e M.

. Esto contradice el Teorema de Radon—-Nikodym?

2. (6 puntos) Sean (f,,) v (gn) sucesiones en L'(X, ) tales que f, — fy g, — g casi
donde sea donde f y ¢ son elementos de L*(X, 11). Supongamos que | f,| < ¢, c.d. para
todon € N y que

lim gnd,u—/gdu.
X X

n—oo

Muestra que

lim fndu:/ fdpu.

3. (6 puntos) Un dtomo para un espacio de medida (X, M, u) es un conjunto medible
A € M que satisface:
(1) sip(A) >0,
(11) se cumple que para cualquier B € M con B C A sucede que pu(B) = 06
u(B) = u(A).
Sea pp la medida de Lebesgue—Stieltjes asociada a una funcién creciente F' : R — R
continua por la derecha.

Muestra que A = {t} , t € R, es un atomo para pp siy sélo si F' no es continua por la
izquierda en ¢.



4. (6 puntos) Una funcién monétona f sobre [a, b] se llama singular si f' = 0 casi en todas
partes.

(1) Muestre que cada funcién monétona creciente es la suma de una funcién absolu-
tamente continua y una funcién singular.

(11) Construya una funcién f que es mondtona y continua sobre [0, 1] pero que no es
absolutamente continua sobre ningin subintervalo de [0, 1].

(111) Muestre que existe una funcién estrictamente creciente singular sobre [0, 1].

5. (6 puntos) Muestre que no se puede remover la hipdtesis de que f sea medible con
respecto a la medida producto en los Teoremas de Fubini y Tonelli aun en el caso de
que se asuma que la medibilidad de f, y f, y la integrabilidad de [ f(z,y)dv (y) y

S f(zy)du(x).

6. (6 puntos) Sea C una semidlgebra de conjuntos y p una funcién de conjuntos no negativa
sobre C con u(@) = 0 (si @ € C). Pruebe que entonces p tiene una extensiéon unica a
una medida sobre el algebra A generada por C si las siguientes condiciones se satisfacen:

(1) Siun conjunto C' € C esla unién de una coleccién finita disjunta {C;} de conjuntos
en C, entonces u(C) = > u(Cy).

(11) Si un conjunto C' € C es la unién de una colecciéon numerable disjunta {C;} de
conjuntos en C, entonces p(C) < > u(Cy).

Nota: una familia se subconjuntos C se llama semidlgebra si satisface las siguientes
condiciones

(a) para todos A, B € C se tiene que AN B € C.

(b) para todo A € C, el complemento A° se puede expresar como una unién finita
disjunta de elementos de C.



