Examen General de Geometria Diferencial 2024-1.
(FECHA)

Instrucciones: El examen dura 4 horas. Resuelve 5 de 6 ejercicios. Cada uno de los ejercicios
tiene el mismo valor. Es necesario resolver correctamente 3 ejercicios para aprobar el examen Yy,
en ausencia de errores de escritura, contestar correctamente los 5 ejercicios para obtener mencion
honorifica.

1. (a) Prueba que el subconjunto (d > 0)
M = {(z,y,2) € R*| 2%y* + y?*2* + 2%2* = 3d*}

es una subvariedad de R?.

(b) Prueba que el subconjunto obtenido al cortar M con el plano z = ¢ es una subvariedad,
y, teniendo en cuenta que las Unicas 1-variedades conexas que existen son difeomorfas a
S! 0 a R, describe sus componentes conexas en funcién de los valores de c. Prueba que
M no es compacta.

(c) Prueba que cada recta que pasa por el origen y no es un eje, corta a M en exactamente
dos puntos. Deduce que M es difeomorfa a la 2-esfera menos seis puntos.

2. Sea @ : R? — R definida como ®(z,y) = 2% — 3°.
(a) Muestra que ®~*(0) no es una subvariedad encajada de R?.

(b) ¢{Se podra equipar a ®~!(0) de alguna topologia y estructura suave para volverla una
subvariedad inmersa en R?? Justifica a detalle tu respuesta.

(c) Responde las mismas dos preguntas para la funcién ¥ : R*? — R definida como ¥(z,y) =

x? — 3.

3. Sea X € X(S™) un campo vectorial. Define los campos vectoriales X, X,Y € X(R*™ < {0})

X = ||| X (”i—n) . X(@) =X (ﬁ) . Y(2) = |i—||

(a) Determina el flujo del campo Y.
(b) Calcula [X,Y]y [X,Y].

4. Sean M una variedad suave de dimension n y k < n un entero positivo. Considera 1-formas
diferenciales wy, ..., wg, a1, ..., q; tales que wy,...,wy son linealmente independientes y que

k
ZO@ N\w; = 0.
=1

Muestra que existen funciones A;; € C*(M), A;; = Aj;, tales que

k
oy = E Aijwj, Z:L,k
=1



5. Considera la variedad (Rg, Jeuer) con la conexion de Levi-Civita V. Define otra conexién v por

Vo, 0; = 0

donde
1 si {1,2,3} — {4, j,k} es una permutacioén par,
5% =9 —1 si{l1,2,3} — {i,j,k} es una permutacién impar,
0 en otro caso.

(a) Muestra que V es una conexién compatible con ge,q, con las mismas geodésicas que V,
pero que V no es simétrica. Verifica que

(VoX), = (Vo X), — X, X v.

(b) Calcula el transporte paralelo de v = (1,0,0) a lo largo de () = (0,0,1).

6. Sea M el paraboloide de ecuacién z = 2> + 12 y sea j : M — R? la inclusién canénica.
(a) Calcula los coeficientes de la métrica inducida por j en la variedad M.
(b) Calcula los coeficientes de Christoffel.
(c¢) Encuentra la ecuacién diferencial de las geodésicas.
)

(d) Calcula la curvatura seccional.
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