EXAMEN GENERAL DE PROBABILIDAD
SEMESTRE 2024-1, ENERO DE 2024

Duracién: 6 horas
Instrucciones:
1. La calificacion aprobatoria minima es de 5 puntos.
2. Cada problema vale 1 punto.
3. Los incisos de cada problema se califican independientemente y tienen el mismo valor.
4. Puede suponer cierto el inciso anterior, atin sin resolverlo, para responder a los que
siguen.

1. PROBABILIDAD

Problema 1. Sea A una familia de subconjuntos de un conjunto €2, definamos

T4 =n{F C 29| T es una o — algebra tal que A C F}.
1.1 Demostrar que F 4 es la minima o-algebra tal que A C F 4.
1.2 Sea A = {[0,1]} U {[1/2"" 1/2") | n = 0,1,2,...}, ;Cudles de los siguientes conjuntos
pertenecen a F 47
a) {0}, b) {1}, o) {1/2}, d){1/3}, e) {01},
f) (1/4,1], ) [0,1/2], h)[1/4,1), i) (0,1/2).
Problema 2. Sean (X,Y) y (§,n) dos vectores aleatorios tales iguales en distribucién, i.e. (X,Y)
(&,7m), donde E[|X|] < co. Demuestre que
d
EX Y] =E[]£|n].
Sugerencia: Si E[X | Y] = f(Y) entonces E[§ | n] = f(n).

4

Problema 3. Sea Q # ), {A,})_, una particién de Q y (p,)2_, C [0,1] tales que ij:lpn = 1.

n

Defina F = oc({A,}Y_) vy P : F — [0,1] la medida de probabilidad sobre (€, ) caracterizada
por P[A,] = p, para todo n € {1,...,N}. Sean X, {X, }°, variables aleatorias definidas en este
espacio de probabilidad (2, F,P). Demuestre que los siguientes enunciados son equivalentes.

(i) X, =% X.
(i) X, & X, parap > 1.
(ifl) X, = X.
Problema 4. Sean X, X, ... variables aleatorias independientes con ley Gamma de parametros
(1,a) (y media a).

4.1 Pruebe que S, = # Y orey % es una serie convergente casl seguramente.
4.2 Pruebe rigurosamente que

By - | YA
sinh v/A
al utilizar la factorizacién de Euler sinh¢/t = [[,2, (1 + t/k*n?).
4.3 Al utilizar que
A
VA _ -1/6

\o sinh v
1

0
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y el cdlculo de la esperanza de Sy, pruebe que Y ;- 1/k* = 7%/6.

2. PROCESOS ESTOCASTICOS

Problema 5. Considere una cadena de Markov con espacio de estados {1,2,3,4} y generador
infinitesimal

-3 1 1 1
0o -3 2 1
1 2 -4 1

o 0 1 -1

Para todos los estados i, j, encuentre el limite de las probabilidades P;(i,7) = P(X, = j | Xo = 1),
cuando t — oo.

Problema 6. Un proceso Poisson en la recta real es un proceso puntual { P, };,cz C R caracterizado
por completo por las probabilidades

n;
P(Nigpy=n; :i=1,.... k) = H WG—A(I%—W)’
i=1
donde N(,p denota el niimero de puntos en el intervalo (a,b], y tenemos niimeros reales a; < b; <
a;y1, A real positivo y niimeros enteros no negativos n;. Sea {X;};cz una coleccién de v.a.i.i.d. con
funcién de distribucién F' y esperanza finita, independiente del proceso Poisson {P,};cz. Defina un
nuevo proceso puntual por {Y; := P, + X, },cz v pruebe que es un proceso Poisson en la recta real.
Sugerencia: Inicie por suponer propiedades muy particulares de F' y extienda progresivamente.

Problema 7. Sea X; un proceso estocastico y (F;);>o su filtracién natural. Demuestre que:

7.1 Si X; es una martingala respecto a G, una filtracién entonces X, es martingala respecto a
Fi.
7.2 X, es martingala respecto a JF; si y solo si para todo tiempo de paro acotado 7', la variable
aleatoria X7 esta en L'y
E(X7) = E(Xy).

Problema 8. Sea X, un movimiento Browniano en R

8.1 Pruebe que para toda x € R? con ||z| = 1, el proceso z - X; (producto interior) es un
movimiento Browniano en R.
8.2 Pruebe que el inverso no es cierto. Sugerencia: Sea B = (B, B%) un movimiento Browniano

en R?, y defina el proceso X} := B%t/?) — Bf/3 y X2 = B%t/?, — Btl/g.
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