Posgrado en Ciencias Matematicas, UNAM
Examen general: Andlisis numérico
Verano 2024

Problema | Max | Puntos
Instrucciones. Tiene 4 horas a partir de la hora de inicio de su lectura para entregar 1 10
el examen. Habra un periodo corto de aproximadamente 10 minutos de tiempo para 2 5
lectura de preguntas antes de comenzar el trabajo para el examen. Entregue una 3 20
seccion de respuestas y adjunte en una seccién separada su trabajo en borrador. Se 1 5
le recomienda que comience a redactar la seccidon de respuestas al menos 15 minutos
antes de la hora limite. Tome en cuenta que tiene menos de cuatro horas para trabajar 5 20
en su examen. En la esquina superior derecha de cada pagina, escriba su nombre 6 15
completo. Los examenes que no cumplan con las instrucciones, o que no sean legibles 7 15
(e.g. respuestas con tachones o borrones) no serdn calificados. 8 10

Total: 100
Preguntas
1. (10 puntos) Andlisis de errores de redondeo. Suponga que x = 0.dydads . ..dgdgy1 ... X 10™ es un nimero real (con
dy #0yd; € {0,1,2,...,9}, i > 1), entonces decimos que fI(z) es una aproximacién de = con un redondeo a k cifras.
Demostrar que
|”3liil(f”)'<0.5><1o’ﬂ“ (1)

Sugerencia: si dip11 < 5 entonces fl(x) = 0.dydads . .. d X 10™. Si dx11 > 5 entonces fl(z) = 0.d1dads ... d x 10" +
107k,

(5 puntos) Ceros de funciones. Dé un método localmente convergente para determinar el punto fijo £ = /2 de:
O(r)=a+2 -2 (2)
No usar transformacion de Aitken.

(20 puntos) Método de Newton. Dada una matriz regular A € R™ x R", su inversa X = A~! es obviamente una
solucién de la ecuacion no lineal:

X 1-A=0 (3)

Usando el método de Newton para obtener la solucién de la ecuacién anterior se llega al método de Schultz’s:
Xj+1:Xj+Xj(I_AXj)7 J=0,1,... (4)

Muestre que para toda matriz inicial Xo € R™ x R™ con || (I — AX() || < ¢ < 1 (con una norma matricial submul-
tiplicativa || o || : R" x R"® — R), la sucesién de matrices Xg, X1,... C R™ x R" converge a la matrix X! con la
desigualdad:

X X

eyl
16— A7) II< 1= —

ll¢*, j=0,1,... (5)

(5 puntos) Interpolacion de Hermite. Sea f(x) = e®. Encuentre el polinomio de Hermite ps(x) que aproxima a f
usando los puntos zg = 0, z1 = 1 y 2 = 2. Compare esta aproximacion con la obtenida usando polinomios de
Lagrange.

Reglas de cuadratura. La regla basica corregida del Trapecio esta dada por:

2

[7(0) + F()] + 2 [7(0) — 7' (h)] (©)

po| >

h
[ o~
0

(a) (10 puntos) Deduzca esta regla.
(b) (5 puntos) Determine el grado méximo del polinomio que puede integrarse de forma exacta con esta regla.

(c) (5 puntos) Dé la expresién de la correspondiente regla compuesta para los casos de nodos de integracién equi-
distantes (distribuidos uniformemente) y para el caso general de nodos no uniformes.
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6. Factorizacion QR. Sea una matriz A € R™ x R™, con m > n
(a) (5 puntos) ¢Cuédl es la factorizacién QR de la matriz A?

(b) (10 puntos) Describa el célculo de la factorizaciéon QR con la ayuda de las matrices de Householder.

7. Descomposicion SVD. Sea la matriz A € R™ x R™ con n < m, A de rango completo.
(a) (5 puntos) ;Cuédl es la descomposicién SVD de la matriz A? Mencione las propiedades de las matrices en la
descomposicién. ;Qué tamanos tienen estas matrices?
(b) (10 puntos) Sea b € R™. Exprese el problema de la minimizacién de la norma Euclidiana de minimos cuadrados:

min

xe R"

‘AxfbH (7)

en términos de la descomposicién SVD (sigular value decomposition), aqui || @ || denota la norma Euclidiana.

8. (10 puntos) Punto fijo. Sea g(x) una funcién que tiene valores en los reales, continua y acotada en un intervalo [a, b].
Se dice que g es una contraccién en [a, b] si existe una constante L tal que 0 < L < 1y

l9(x) —g)| < Llz —yl,  Va,y € [a,b]. (8)

Muestre que g(x) tiene un tnico punto fijo & en [a,b] y que la iteracién zx11 = g(xy), k=1,2,3,.. converge a & para
cualquier valor inicial xg € [a,b]. Si ademds g(x) es diferenciable en [a,b] y xy # &, k=0,1,2,... determine:

T 9)
k—o0 ‘xk — x|



