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POSGRADO EN CIENCIAS MATEMATICAS

ARG Examen General de Analisis Real
VANIVERDAD NACIONAL
AVENMA DE
MEXICO
Julio 2024
Semestre 2024-2
Puntos: 36 Duracién: 6 horas

= Para aprobar este examen se necesita obtener al menos 24 puntos.

= El estudiante no debera poner mas de un problema en una hoja, su nombre deberd
estar escrito en la parte superior de cada hoja y deberd enumerar todas la hojas.

. (6 puntos) Sea (X, ¥) un espacio medible. Recuerde que dadas dos medidas con signo
finita, py v en (X, X), escribimos p < v si y sélo si v — u es una medida positiva usual
(es decir, (v — p)(A) > 0 para toda A € ¥0).

i. Sean p,v : X — R medidas con signo finitas. Muestre que existe una medida con
signo x : X — R que satisface: y < py x < vy ademss si si p es una medida con signo
finita que cumple p < p, p < v entonces p < x.

ii. Si oy v son medidas positivas, muestre que son mutuamente singulares si y solo si
x =0.

Nota: dos medidas p, ¥ son mutuamente singulares si existe un conjunto medible A, tale
que p(A) = v(A°) = 0. Si u,v son medidas con signo, decimos que son mutuamente
singulares si sus variaciones totales, |u|, ||, son medidas mutuamente singulares.

. (6 puntos) Pruebe que si (X, ¥, u) es un espacio con medida, podemos encontrar un
espacio de medida completo (X 2, ﬂ), tal que:

i.Ycy;

ii. £ € ¥ implica que u(E) = u(F);

iii. F€Ysiysolosi E=AUBdonde BELyACC,Cecx, ulC)=0.

Nota: decimos que un espacio de medida (Y, S, v) es completo si las relaciones A € S,

v(A) =0y B C Aimplican B € S.

. (6 puntos) Sea {v,, }nen una familia de medidas con signo en un espacio medible (X, X)

tales que
D l(X) < oo

neN

Muestre que ) _\ V» s una medida con signo finita en (X, ).



4. (6 puntos) Sea m la medida de Lebesgue y f € L*((0,1),m). Define
1
g(x) := —f(t) dm(t)
N

con 0 < x < 1. Muestre que g € L((0,1),m) y

/ fdm = gdm.
(0,1) (0,1)

5. (6 puntos) Sea m la medida de Lebesgue y f : R — R, f € C(R), impar. Pruebe que

/ fPdm < / | 2dm.
[—1,1] [—1,1}

6. (6 puntos) Por B(R") denotamos a la o-dlgebra de los Borelianos en R"™. Sean pu, v :
B(R™) — [0, co] medidas.

a) Suponga que existe {4, }, € B(R") tal que u(A,) — 0y v(A%) — 0. Pruebe que
1y v son mutualmente singulares.

b) Suponga que existe una sucesion {f,}nen de funciones estrictamente positivas,
medibles tal que ffndu -0y f findu — 0. Pruebe que p y v son mutualmente
singulares.



