EXAMEN GENERAL DE PROBABILIDAD
SEMESTRE 2024-11, JULIO DE 2024

Duracién: 6 horas
Instrucciones:
1. La calificacién aprobatoria minima es de 5 puntos.
2. Cada problema vale 1 punto.
3. Los incisos de cada problema se califican independientemente y tienen el mis-
mo valor.
4. Puede suponer cierto el inciso anterior, aun sin resolverlo, para responder a
los que siguen.

1. PROBABILIDAD

Problema 1. Decimos que Y domina estocasticamente a X si Fx(t) > Fy(t) para todo
t real, donde F'y y Fy son sus funciones de distribucién asociadas. Pruebe que Y domina
estocasticamente a X si y solo si existe un vector aleatorio (X , Y) donde X distribuye
igual que X, Y distribuye igual que Y y X (w) < Y (w) para todo w € €.

Problema 2.

Sean {U,}22, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con dis-
tribucién Uniforme(0, 1), definidas en el mismo espacio de probabilidad. Investigue la
convergencia casi segura, en probabilidad, en L; y en distribucién de {X,,}>°,, donde

21 Xn = ]]-[O,l/n](Un)
22 Xn - ]1[071] (ﬁ)

Problema 3. Sea Y € Ly(9, A, P) y suponga que E[Y?|X] = X? y E[Y|X] = X. Pruebe
que Y = X cs..

Problema 4. Sea (X,,) una sucesién de variables aleatorias en (2, F,P). Suponga que
para toda A > 0, E(e"\X") — ©(A), donde ¢ es una funcién continua en cero. Pruebe
que la sucesion (X,,) es tensa:

lim limsupP(X,, > M) = 0.

M—=oo poo

Sugerencia: transforme la cola de la distribucion mediante una funcion exponencial.

2. PROCESOS ESTOCASTICOS

Problema 5. Considere una cadena de Markov {X; : ¢ > 0} con espacio de estados
{1,2,3} y generador infinitesimal
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Encuentre todas las distribuciones estacionarias de la cadena de Markov. Dados los
instantes de salto T1,Ty,... de {X; : t > 0}, defina la cadena de Markov esqueleto
(discreta) Y = {Y,, : n > 0} dada por Y,, := X, . Encuentre la matriz de transicién de
Y y todas sus distribuciones estacionarias.

Problema 6. Sean {X,, : n > 0} y {Y,, : n > 0} dos martingalas respecto a la misma
filtracion {F, : n > 0}. Suponga que X,,,Y,, € Ly para todo natural. Pruebe la siguiente
formula de integracion por partes, verificando que cada término esta bien definido y es
finito:

E(X,Y,) = E(XoY0) + > E((X; — X 1)(Yi — Vi)
i=1
Problema 7. Sea N = {NV; : t > 0} un proceso de Poisson de intensidad A. Definamos
Ty = 0y T, el tiempo del enésimo salto de N. Considere la funciéon
Gi(t) =P(T; <t).
1. Pruebe que Nt = ZZO:I kﬂTk§t<Tk+1 = 2211 ]lTk-St'
2. Pruebe que lim;_,o G;(t) = 0 para toda i > 1y que lim; ., G;(t) = 0 para toda
t>0.
3. Pruebe que E(Ny) = >, Gi(t) y que E(N]) = >, i"(Gi(t) — Gija(2)).
4. Pruebe que para z real tal que |z| < 1 ocurre que

E(z") =1+ (2 —1) Z G ()2
i=0
Problema 8. Sea {B(t) : t > 0} un Movimiento Browniano estdndar. Definamos al
proceso {X(t) : t > 0} por X (t) = e 'B(e*). Dé una prueba o un contraejemplo de las
afirmaciones siguientes.
1. {X(¢) : t > 0} es una martingala.
2. {X(t):t >0} es un proceso de Markov.
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