Examen General

Teoria de las Graficas
Agosto 2024 (2024-2)

Duracion: 4 horas. Para aprobar el examen es necesario resolver 6 ejercicios completos y
de forma correcta. Escriba los enunciados completos de los resultados que utilice).

1. Sean p y ¢ las sucesiones finitas de enteros no negativos p = (p1,...,pm) ¥y ¢ =
(q1,---,qn). Se dice que la pareja (p,q) es realizable por una grafica bipartita sim-
ple si existe una grafica bipartita simple G con biparticion ({x1,...,Zm}, {y1, -, yn)},

tal que d(z;) = p;, para cada 1 <i <m, y d(y;) = g, para cada 1 < j <mn.

(a) Formule el problema de determinar si una pareja (p, q) es realizable por una gréfica
bipartita simple como un problema de flujos en redes. (Es decir, para una pareja
(p,q), construya una red N, de tal forma que (p,q) es realizable por una grafica
bipartita si y s6lo si IV tiene un flujo con cierto valor.)

(b) Suponga que ¢; > --- > ¢,. Demuestre que si (p,q) es realizable por una gréfica
bipartita simple, entonces

m n m k
Zpi:qu y Zmin{pi,k} > qu, para cada 1 < k < n.
i=1 j=1

i=1 j=1

2. Sea T un arbol generador de una grafica conexa y plana G, y sea E* = {e* € Eg+: e ¢
Er}. Demuestre que T* = G*[E*] es un arbol generador de G*.

3. Sean Gy H gréficas simples. Demuestre que si H es no trivial, y cumple xy = Apg,
entonces Xooy = Agon. (Sugerencia: Considere primero el caso en el que H = Kj.)

4. Sea (G una grafica. Suponga que Vi admite un orden total en el que, para cada vértice
v, los vecinos de v que se encuentran a su derecha en el orden, inducen una grafica
completa. Demuestre que G es perfecta.

5. Un vértice v en una grafica GG es esencial si v es saturado por cada apareamiento maximo
de G, es decir, si /(G —v) = d/(G) — 1.

(a) Describa una familia infinita de graficas conexas que no tengan vértices esenciales.

(b) Demuestre que toda grafica bipartita no vacia tiene un vértice esencial.

6. (a) Demuestre que toda grafica euleriana con un nimero impar de vértices tiene tres
vértices del mismo grado.



10.

(b) Demuestre que para cualquier entero impar n, mayor o igual a 3, existe una tnica
grafica simple euleriana de orden n con exactamente tres vértices del mismo grado,
y a lo mas dos vértices de cualquier otro grado.

Sea G una grafica conexa con al menos 3 vértices. Demuestre que G es hamiltoniana.
Recuerde que G? es la gréfica que se obtiene de G al hacer adyacentes pares de vértices
que se encuentran a distancia menor o igual a 3. (Sugerencia: Basta demostrarlo para
una subgrafica conexa de G.)

. Sean Gy, ..., G, graficas simples. El nimero de Ramsey generalizado r(Gy,...,G,,) es

el menor entero n tal que cada m coloracién por aristas (E1,..., E,,) de K, contiene,
para alguna i € {1,...,m}, una subgrafica isomorfa a G; de color i. Demuestre que si
T es cualquier arbol de orden r, entonces r(T, K,) = (r —1)(n — 1) + 1.

Sean H una grafica y p € (0,1). Demuestre que casi toda G € G(n,p) contiene a H
como subgrafica inducida.

Demuestre que si GG tiene al menos dos ntucleos distintos, entonces contiene un ciclo par.



