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1 Espacios de Hardy en el disco y el semiplano
Los espacios de Hardy son espacios de funciones holomorfas en el disco
D={z€C:|z| <1}

o en los semiplanos
Cy={2z€C:£Im(z) > 0}.

En lo siguiente nos vamos a restringir al caso del semiplano, pero en el curso se van a tocar los dos
casos.

Definition 1.0.1. Para una funcién holomorpha f € O(C,) definimos

1
T :—sup</ If(z+iy)|pd:c> L 1<pe<o
y>0 R

[fll e = sup [f(2)]-

zeCy

Entonces, para 1 < p < oo, se define el espacio de Hardy HP(C,) de la siguiente manera:

HP(Cy) = {f € O(C=) : ||l o < o0}-

Los espacios de Hardy H?(C,) son espacios de Banach y para cada f € HP(C.), los limites
no-tangenciales

7 (@) = lim f (@ + i€

existen para casi todo x € R. Eso define una funcién f* € LP(R,C) con | f*[|, = [|f|lg». En
particular, H%(C,) es un espacio de Hilbert con producto escalar

(f19) g= = (f"1g").

1.1 Espacios de Hilbert con nucleo reproductor

El espacio de Hardy H?(C,) es un ejemplo de un espacio de Hilbert con niicleo reproductor, los
cuales se definen de la siguiente manera:

Definition 1.1.1. Sea X un conjunto arbitrario y no-vacio y sea H un espacio de Hilbert que es
un subconjunto de las funciones en X con valores complejos. H se llama un espacio de Hilbert con
nicleo reproductor si los funcionales lineales

ev, :H—C, fr f(x)

son continuos para cada z € X.

2 Factorizacion en funciones interiores y exteriores

Vamos a probar que cada funcién f € HP(C,) se puede factorizar como un producto de una funcién
interior y exterior, los cuales se definen la siguiente manera:



Definition 2.0.1. Una funcién ¢ € H*°(C,) se llama interior, si |o*(x)| = 1 para casi cada x € R.
Escribimos Inn(C ) para el conjunto de funciones interiores.

Definition 2.0.2. SeaC e Ty K:R—Rcon K >0y
llog (K (A))]
R 1+ A2

Definimos la funcién exterior Fo x € O(CL) por

Fox (2) = Cexp <7:Z/R [Alz —HAAQ] log(K(A))dp).

Entonces K (z) = |(Fo,k)” (z)| para « € R. Definimos Fi = Fy g y escribimos Out(C) para el
conjunto de funciones exteriores.

dX < .

Tenemos el siguiente teoremas:
Theorem 2.0.3. Sea 1 <p<ooyfe HP(Cy). Entonces existe una funcion interior ¢ € Inn(C)
asi que

f=¢- Fy- € Inn(Cy) - Out(Cy).

Esa decomposicion es unica hasta multiplicacion con una constante C € T.

También vamos a probar que cada funcién interior ¢ es de la forma

0=C B-ef

con C' € T, un producto de Blaschke B y una funcién de Herglotz F', los cuales se definen de la
siguiente manera:

2.1 Productos de Blaschke
Definition 2.1.1. Para a € C; definimos el factor de Blaschke B, € O(C,.) por

zZ—a

B.(z) =

z—a

Para un subconjunto contable N C C definimos el producto de Blaschke B € O(C..) por

B(z) = H B, (z).
a€EN
2.2 Funciones de Herglotz

Definition 2.2.1. Una funcién holomorfa F € O (C.) se llama funcién de Herglotz si
ImF(2) >0 Vz e Ch.

2.3 Teorema de representacion de Herglotz

Theorem 2.3.1. Cada funcion de Herglotz F' es de la forma

A
T e

F(z) = D
(2)=C+ Z+/R)\fz

con C €R, D € R>¢ y una medida v en R con

1



3 Operadores de Hankel

En la segunda parte del curso vamos a ver los operadores de Hankel, cuales se definen de la siguiente
manera:

Definition 3.0.1. Para una funcién g € L*>°(R, C) definimos el operador de multiplicacién M, por
M, : L*(R,C) = L*(R,C), frrg-f.
Un operador de Hankel es un operador acotado H : H?(C,) — H?(Cy) con
HMy, = M;H Yg € H*(C,).

En el curso vamos a tocar dos teoremas sobre operadores de Hankel, los cuales son el Teorema
de Nehari y el Teorema de Hartman:
3.1 Teorema de Nehari
Theorem 3.1.1. Consideramos la proyeccion P : L*>(R,C) — H?(C,) y la involucion

R:L*(R,C) = L*(R,C),  (Rf)(z)= f(-z).

Entonces, para cada operador de Hankel H existe una funcion h € L>(R,C) con ||h||, = ||H|| asi
que
H = PM,RP*.

3.2 Teorema de Hartman

Theorem 3.2.1. Un operador de Hankel H es compacto, si y solo si existe una funcién h € C(R)
con
lim h(p) = lim h(p) € C

p——o00 p—00

ast que H = PM, RP*.
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