Examen General de Estadistica
Semestre 2025-1 (Enero 2025)

Instrucciones: Debera responder todas las preguntas justificando sus respuestas.
Se requieren 4/6 de calificaciéon para aprobar el examen.
Tiempo maximo de examen: 5 horas (9:00-14:00 hrs.).

Inferencia Estadistica

A2

1.Sea F = {fx: A € (0,00)} con fi(z) = 7l

insesgado de varianza minima para .

parax = 0,1,2,.... Encuentre un estimador

2. Considere la familia paramétrica F = {f, : p € (0,1)} con f, ~ Ber(p).
(a) Proponga un estimador de p basado en el método de los momentos.

(b) Utilice la desigualdad de Hoeffding para dar un intervalo de confianza no asintético
para el estimador propuesto en (a).

3.Sca F={f,:pe(0,1)} con f,(x) =(1—p)a® paraz € (0,1).

1 & p —1
D t ] = — E log(X;) = —— =1¢.
(a) Demuestre que ¢ n 2 og(X;) 1—p q

(b) Demuestre que v/n(4 — q) N(0,(1—p)7?).

(c¢) Encuentre una funcién g tal que g(¢) =py 1ﬂ(g(cj) — p) N N(0,1). Justifique la
-D
convergencia en distribucién utilizando el método delta.

(d) Defina p = g(q) y utilice el teorema de Slutsky para concluir que

=) 4 N0,

(e) Encuentre un intervalo de confianza asintético para p utilizando el inciso anterior.



Inferencia Bayesiana

4. Supongamos que tienes tu propia compania de transporte, con un gran nuimero de
camiones, y que los camiones se descomponen de manera aleatoria a lo largo del tiempo.
El nimero de descomposturas durante un intervalo de tiempo t sigue una distribucién
Poisson con media A\, donde el parametro A es la tasa diaria de descomposturas. Los valores
posibles de A son {0.5,1.0,1.5,2.0,2.5,3.0} y sus respectivas probabilidades iniciales son
{0.10,0.20, 0.30,0.20,0.15,0.05}.

(a) Encuentra la distribucién final de A si se descomponen 12 camiones en un periodo de
seis dias.

(b) Dada esta informacién, calcula la probabilidad de que no se descomponga algin camién
durante los siguientes seis dias.

5. Sea X una variable aleatoria (univariada) que representa algun atributo de interés de
una poblacién finita. Por ejemplo, X puede ser el ingreso mensual de los individuos en la
poblacién. Supongamos que la poblacién consta de N individuos, asi que lo méas que podemos
observar es {X1,..., Xy} (en el caso de un censo).

Supongamos que la distribucién inicial de {X3,..., Xy} puede escribirse como

(@ o) = /Hp(xiw)p(ﬁ)dﬁ,

para algunas distribuciones p(z|0) y p(0).

a) Supongamos que se observa una muestra de {Xi,..., Xx}, digamos {z,...,x,} con
n < N. Encuentra la distribucion final

P(Tpits - TN|TL, - Ty)

a partir de p(f), la muestra observada y la funcién de densidad de las variables no
observadas.

b) Si en el inciso anterior suponemos que p(z|0) = N(z]0,1) y p(6) = N(0|u,1/7), donde
la media p y la precisién 7 son conocidas, encuentra

p(l’n+1|x1,...7xn) y p(l’n+1,$n+2’l’1,...,In).

¢) Continuando con el inciso anterior, encuentra la media inicial y la media final de

S = Zi\il X



6. Sea X1, Xs,...,X,, una muestra de variables aleatorias i.i.d. de una distribucién normal
N(z|0,1) y supén que la distribucién inicial de 0 esta dada por p(#) = N(0|u,1/7), donde 7
denota al parametro de precision.

a) Encuentra el estimador bayesiano de 6 utilizando la funcién de pérdida
L(a,0) = (a— 92)2 :

b) Encuentra el estimador bayesiano de 6 utilizando la funcién de pérdida
L(a,0) = (e* — 60)2.

¢) Habiendo resuelto los dos incisos anteriores, jcudl de las dos funciones de pérdida tiene
mas sentido para ti? Argumenta tu respuesta.



