Examen General de Geometria Algebraica 2025-1.
(Enero 2025)

Instrucciones: El examen dura 4 horas. Elija y resuelva 5 (y sélo 5) de los problemas siguientes.
Cada uno de los problemas tiene el mismo valor de 2 puntos. Es necesario obtener 6 de calificacién
para aprobar el examen y, en ausencia de errores de escritura, 9.5 para obtener mencién honorifica.

En los problemas 1, 2, 3, 4, 5 y 6, K denota un campo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero.

1. Encontrar las tres componentes irreducibles del conjunto algebraico afin dado por

V(52? — 32,02 — 5x) = {(7,y,2) € A% : 5x* —y*2, 22 — bx = 0}

2. Demostrar que f : [z : z1 : xo] — [x129 : oy : zox1] define una aplicacién birracional de
P% en s{ mismo. Encontrar abiertos U y V en P% tales que la restriccién de f a U induzca un
morfismo birregular entre U y V.

3. Sea X el lugar de ceros de zy(z — y) en A%. Encuentre los puntos singulares de X y calcule
el espacio tangente de Zariski a X en esos puntos.

4. Considere el conjunto algebraico afin
X =V(zw —yz) C A%
Muestre que X N V(x) es la unién de dos planos y que ambos tienen codimensién 1 en X.

5. Usando argumentos de dimensién, demuestre que si f,g € K[x,y] son coprimos, entonces
V(f)NV(g) € A% es un conjunto finito. Sugerencia: Muestre que V(f) N V(g) S V(f).

6. Describa la dilatacién (blow-up o explosién) By, con centro en el origen, de la cibica V' =

V(y? — 2%) C A%. En particular, describa la transformada estricta V = 7=1(V — 0). Aqui,
T : B,oyA% — A% es la proyeccién de la dilatacién de A? en el origen.

7. Muestre que la curva de Fermat F' = V(2™ + y™ — 1) es no singular en todos sus puntos si la
caracteristica del campo K sobre la que esté definida no divide a m. Si la caracteristica de K
divide a m, muestre que el polinomio que define a F' tiene factores miltiples. ;Qué pasa en
este caso con los puntos de F'7

SUERTE!



