Examen General de Geometria Diferencial 2025-1.
(Enero 2025)

Instrucciones: El examen dura 4 horas. Cada uno de los ejercicios tiene el mismo valor.
Es necesario resolver correctamente 3 ejercicios para aprobar y tener 4 ejercicios correctos para
obtener mencién honorifica.

1. Sea P? = S?/ ~ el plano proyectivo real, donde (z,y, z) ~ (—z, —y, —2),

(a) Sean q un valor regular de g : R® — R™ y M = g~!(q). Sea f : R* — R* diferenciable.
Demuestre que para todo p € M, kerd,(f|M) = ker D(f,g),, donde (f,g) denota la
funcién p — (f(p),g(p)) y D(-), es la derivada usual en el punto p de funciones definidas
en R™.

(b) Defina f :P? — R3 por f([z,y,2]) = (yz,z2,1y). Muestre que f no es una inmersién en
precisamente 6 puntos.

(c) Defina F : P? — R* por F([x,v,2]) = (2? — y?,yz, 22, zy). Muestre que F es un encaje .
2. Pruebe el teorema de la divergencia: Sea M una variedad riemanniana orientada con frontera.
Sea v la corespondiente forma de volumen en M. La fontera OM tiene la métrica riemanniana

y la orientacién inducidas, con forma de volumen w. Sean X € X(M) con soporte compacto y
N el campo unitario normal a M que apunta hacia afuera, entonces

/diVXV:/ (X,N) w
M oM

Sugerencia: Recuerde que, para X € X(M), VX define un operador en 7,M dado por z —

V.X, y su traza es, por definicién, div X(p). Para un marco mévil {E;} tenemos div X =

> (Vg X, E;). Sean p € M y {E;} un marco mévil geodésico en p, es decir, Vg, E;(p) = 0 para
i=1
todo 4, j, con la orientacién de M y {6;} el marco mévil dual. Asi v = 0; A--- A6, y luego

(X)) = (=1)"6;(X)n;, donde m; = 61 A -+ A B; A+ Ab,, y donde i denota la contraccién
i=1
W(X)v( Xy, ..o, Xpo1) = v(X, Xy, ..., Xp—1). Se tiene que d6;(p) = 0 y dn;(p) = 0. Obtenga

d(i(X)v)(p) = Z Ei(6:(X))(p)v(p) = div X (p)v(p).

3. Considere un campo tensorial simétrico A € I'(T*M ®T*M) en la variedad riemanniana (M, g)
de dimensién m. Recuerde que

divA(X) => Vg AX, E)
=1

donde Ei, ..., E,, es un marco mévil local.

(a) Demuestre que para A € C*°(M),

div(AA)(X) = Adiv A(X) + AV, X).



(b) (M, g) se lama de Einstein si y sélo si Ric = A\g con A € C°°(M). Utilice la identidad
dS = 2div Ric donde S es la curvatura escalar, para demostrar que si M es conexa y de
Einstein con m > 3, entonces \ es constante.

(c) Demuestre que si M es conexa y de Einstein, con dimensiéon m = 3, entonces M tiene
curvatura seccional constante.

4. Sea (M, g) variedad riemanniana con conexién de Levi-Civita V. Sea M una subvariedad
de M ., con la métrica inducida por restriccién de g y sea V la conexién de Levi-Civita
correspondiente. Denotemos por X(M)+ al conjunto de campos vectoriales en una vecindad

de M que son ortogonales a M en cada punto.

(a) Muestre que la transfomacién B : X(M) x (M) — X(M)* dada por B(X,Y) = VY —
VxY es C* bilineal y simétrica por lo que B(X,Y)(p) solo depende de X (p), Y (p).

(b) Suponga que dim(M) = dimM + 1 y sea N un campo unitario local, normal a M.
11, : T,M xT,M — R dada por I1,(z,y) = g,(By(z,y), N(p)) se llama la segunda forma
fundamental de M.

Muestre que S, (z) := —V,N(p) € T,M para = € T,M y que IL,(x,y) = g,(S,(x), ).

(c) Si 11, es un multiplo de g, decimos que p es un punto umbilico. Suponga que todos los
puntos de la hipersuperficie conexa M"™ C R"*! son umbilicos y demuestre que M es una
porcién de una esfera o un hiperplano. Sugerencia: Utilice el hecho de que, para la métrica
euclidiana, V es la derivada usual, para demostrar que I/ es un multiplo constante de la
métrica euclidiana.

iSUERTE!
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