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Justificacion

Este curso introduce los fundamentos categdricos y topoldgicos necesarios para tratar estructuras
que aparecen de manera recurrente en diversas dreas de las matemdticas contempordneas:
categorias, limites y colimites, pre-gavillas, sitios de Grothendieck y gavillas. Estos conceptos
proporcionan un marco estructural comun para el estudio de propiedades locales, procesos de
extension global y relaciones entre distintos tipos de objetos matematicos, sin recurrir
necesariamente a representaciones puntuales o geométricas tradicionales.

La teoria de categorias permite describir de manera abstracta y uniforme objetos como conjuntos,
espacios topoldgicos, grupos, modulos o funciones. Los sitios de Grothendieck generalizan la
nocién de espacio topoldgico y permiten definir coberturas en contextos mds flexibles. Las
gavillas, por su parte, formalizan el paso de lo local a lo global y permiten capturar estructuras
que viven en contextos variables o jerdrquicos. La construccidon de categorias de pre-gavillas
sobre un sitio es uno de los pasos centrales del curso.



Este curso es el primero de una serie de tres cursos sobre Matemdticas Condensadas, cuyo eje
comun es el estudio categdrico de estructuras funcionales, topoldgicas y aritméticas desde una
perspectiva moderna. Aunque este primer curso no presenta atn formalmente la teoria de
conjuntos condensados, su propdsito es establecer los fundamentos conceptuales para abordarla
con rigor posteriormente.

Esta disenado para ser formativo por si mismo y puede cursarse de manera independiente. Es
relevante no s6lo como preparacion para los cursos posteriores, sino también para estudiantes
que trabajen en dreas fundamentales del posgrado, como:

o Algebra y dlgebra homoldgica

*  Geometria algebraica

*  Topologia y topologia algebraica
e Andlisis y andlisis funcional

. Teoria de nimeros

e  Sistemas dindmicos

No se requieren conocimientos previos de geometria algebraica ni teoria de topos.

Temario (28 sesiones de 1.5 horas)

Bloque 1. Categorias y funtores (6 sesiones)
e Definicion de categoria
*  Morfismos, objetos iniciales y terminales
o Ejemplos: Set, Top, Ab, R-Mod, Grp, Cat
e Funtores covariantes y contravariantes
. Transformaciones naturales
Bloque 2. Limites, colimites y adjunciones (5 sesiones)
. Productos y coproductos
e  Equalizadores y coequalizadores
*  Definiciones generales

o Adjunciones: libre/olvido, inclusién/localizacién



Bloque 3. Pre-gavillas y lema de Yoneda (8 sesiones)
e Funtores contravariantes C op — Set
*  Representabilidad
o Lema de Yoneda: formulacién, pruebas, implicaciones
*  Ejemplos y aplicaciones
Bloque 4. Sitios y categorias de pre-gavillas (6 sesiones)
e Definicion de sitio y topologia de Grothendieck
e  Coberturas y refinamientos
*  Ejemplos: sitio topoldgico usual, étale, profinitario
e Construccidn de la categoria de pre-gavillas
Bloque 5. Gavillas y estructuras funcionales (3 sesiones)
e Condicion de gluado
e Definicion formal de gavilla
*  Ejemplos: funciones continuas, gavillas constantes

e Relacion con médulos, anillos y estructuras en geometria algebraica
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Este curso como parte de una serie

Este curso es el primero de una serie de tres cursos disefiados para introducir de manera
progresiva el marco conceptual de las Matemdticas Condensadas, tal como ha sido desarrollado
recientemente por Clausen y Scholze. La serie estd orientada a construir una comprension
rigurosa y estructurada de los fundamentos categdricos, topoldgicos y funcionales que subyacen
a formulaciones contempordneas en analisis, geometria y teoria aritmética.

Los cursos siguientes en esta serie son:

Matematicas Condensadas II: Sitios, Gavillas y Condensacion

Estudio detallado de los sitios de Grothendieck, categorias de gavillas, nocién de topos como
categoria de haces, y construccion del sitio profinitario. Introduccién formal a los conjuntos
condensados como objetos funcionales sobre dicho sitio. Este curso se apoya en los conceptos
desarrollados en el curso I.



Matematicas Condensadas III: Algebra y Geometria Condensada

Lectura estructurada del texto Condensed Mathematics de Clausen y Scholze. Estudio de anillos
y médulos condensados, teoria de Ext y Tor en este contexto, y aplicaciones a geometria p-adica,
espacios perfectoidales, teoria de moduli y cohomologia funcional. Este curso presupone
dominio del material cubierto en los cursos I y II.

Cada curso estd concebido como una continuacién natural del anterior. Aunque el curso I puede
tomarse de forma auténoma, los cursos Il y III requieren comprension previa del material
previo. La serie completa estd dirigida a estudiantes interesados en adquirir herramientas
estructurales modernas con aplicaciones en geometria algebraica, anélisis funcional, 16gica,
dindmica y teoria de numeros.
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