Examen General de Conocimientos:
Algebra Conmutativa.

Semestre 2025-11.

4 de agosto de 2025.

Instrucciones: El examen se debera resolver en un méximo de 3.5 horas.
Cada uno de los seis ejercicios tiene el mismo valor. La calificaci6n minima
aprobatoria es 6. Ademas, justifica bien todo hecho o afirmaciéon de los que
hagas uso.

Todos los anillos considerados son conmutativos y con unidad.

1.

Sean R C S dominios enteros. Demuestra que si S es entero sobre R
entonces R* = S* N R, donde R* denota el grupo de unidades de R
(similarmente para S).

. Recuerda que si M es un S-mo6dulo entonces su soporte es

Supp(M) = {P € Spec(S) | My # 0}.

(a) Demuestra que si M es finitamente generado entonces Supp(M) =
V(Ann(M)).

(b) Exhibe un ejemplo de un algebra S y un S-moédulo M tal que
Supp(M) G V(Ann(M)).

Sean M y N S-mo6dulos.

(a) Demuestra que Ann(M)+ Ann(N) C Ann(M ®g N).

(b) Sea S = C|[t?,¢’]. Sea N = CJt], el cual es un S-modulo de
manera natural, y sea M = C[*#)]/(:2). Encuentra un elemento en
Ann (M ®g N) que no pertenece a Ann(M) + Ann(N).

Sea S = Zx] y sea M = (2,z). Demuestra que M C S es un ideal
maximal y que [ = (4, z) es 9MM-primario, pero I no es una potencia de
.

Calcula el polinomio de Hilbert de Clz4:2w]/(2,4)n(z,w). {{ COmo se compara
con el polinomio de Hilbert de C [z, y|?



6. Sea (R,9) un anillo local y Noetheriano, y sea M un R-moédulo fini-
tamente generado. Demuestra que son equivalentes:
(a) M es libre.
(b) M es plano.
(¢) Torlt (M, R/m) = 0.



