
Examen General de Conocimientos:
Álgebra Conmutativa.
Semestre 2025-II.
4 de agosto de 2025.

Instrucciones: El examen se deberá resolver en un máximo de 3.5 horas.
Cada uno de los seis ejercicios tiene el mismo valor. La cali�cación mínima
aprobatoria es 6. Además, justi�ca bien todo hecho o a�rmación de los que
hagas uso.

Todos los anillos considerados son conmutativos y con unidad.

1. Sean R ⊆ S dominios enteros. Demuestra que si S es entero sobre R
entonces R× = S× ∩ R, donde R× denota el grupo de unidades de R
(similarmente para S).

2. Recuerda que si M es un S-módulo entonces su soporte es

Supp(M) = {P ∈ Spec(S) |MP 6= 0} .

(a) Demuestra que si M es �nitamente generado entonces Supp(M) =
V (Ann(M)).
(b) Exhibe un ejemplo de un álgebra S y un S-módulo M tal que
Supp(M) $ V (Ann(M)).

3. Sean M y N S-módulos.
(a) Demuestra que Ann(M) + Ann(N) ⊆ Ann(M ⊗S N).
(b) Sea S = C [t2, t3]. Sea N = C [t], el cual es un S-módulo de
manera natural, y sea M = C[t2,t3]/(t2). Encuentra un elemento en
Ann (M ⊗S N) que no pertenece a Ann(M) + Ann(N).

4. Sea S = Z [x] y sea M = (2, x). Demuestra que M ⊆ S es un ideal
maximal y que I = (4, x) es M-primario, pero I no es una potencia de
M.

5. Calcula el polinomio de Hilbert de C[x,y,z,w]/(x,y)∩(z,w). ¾Cómo se compara
con el polinomio de Hilbert de C [x, y]?
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6. Sea (R,M) un anillo local y Noetheriano, y sea M un R-módulo �ni-
tamente generado. Demuestra que son equivalentes:
(a) M es libre.
(b) M es plano.
(c) TorR1 (M, R/M) = 0.
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