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Para aprobar este examen se necesita obtener al menos 24 puntos.

El estudiante no deberá poner más de un problema en una hoja, su nombre deberá
estar escrito en la parte superior de cada hoja y deberá enumerar todas la hojas.

En lo que sigue denotamos Dr(z0) := {z ∈ C : |z − z0| < r}.

1. (6 puntos) Suponga que Ω ⊆ C es una región que contiene el disco cerrado unitario.
Si f : Ω → C es anaĺıtica y si tenemos la condición adicional de que |f(z)| < 1 para
|z| = 1. ¿Cuántos puntos fijos debe tener f en el disco? . Esto es ¿cuántas soluciones
tiene f(z) = z?

2. (6 puntos) ¿Qué puedes decir sobre la función f : C → C si sabes que es entera y que
|f(z)| ≤ 1 + |z|α, para todo z, con 0 ≤ α < 1, un número fijo?

3. (6 puntos) Suponga que Ω ⊆ C es una región acotada, que f : Ω → C es anaĺıtica y
existe una M > 0 con la propiedad de que para toda sucesión (zn)n∈N que converja a
un punto frontera de Ω se satisface

ĺım sup
n→∞

|f(zn)| ≤M.

Demuestre que entonces |f(z)| ≤M para toda z ∈ Ω.

4. (6 puntos) Supongamos que f : D1(0)→ D1(0) es anaĺıtica. Si f(a) = 0, con a ∈ D1(0),
prueba que |f(0)| ≤ |a|.
Sugerencia : sea la transformación lineal fraccionaria ϕa(z) = z−a

1−za que mapea biyecti-
vamente D1(0) en D1(0) y con inversa ϕ−a (no pruebes esto).

Considera la función f ◦ ϕ−a.

5. (6 puntos) Sea p(z) = zn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0 un polinomio de grado n. Si

|p(z)| ≤ 1 para |z| = 1, prueba que p(z) = zn.

Sugerencia: usa el principio del máximo.

6. (6 puntos) Calcula ∫ ∞
−∞

x2

(x2 + 1)2(x2 + 2x+ 2)
dx.


