Examen General de Estadistica
Semestre 2025-2 (Julio-Agosto 2025)

Instrucciones: Deberd responder todas las preguntas justificando sus respuestas.
Se requieren 4/6 de calificacién para aprobar el examen.
Tiempo maximo de examen: 5 horas (9:00-14:00 hrs.).

Inferencia Estadistica

1. Sean X; y X, variables aleatorias discretas con funciones de masa de probabilidad p;(-)
y pa(+), respectivamente, definidas sobre los conjuntos disjuntos:

soporte de X; = {1,2,...,m}, soportede Xo={m+1,...,n}.
Sea X una variable aleatoria definida como:

X ili
X { 1, con probabilidad 6, donde 0 < 0 < 1.

X5, con probabilidad 1 — 6,

Calcula la entropia de X, denotada H(X), en términos de H(X;), H(Xs) y 6.
Hint:

(1) Observa que se trata de una mezcla de distribuciones con soportes disjuntos.

(2) Considera introducir una variable aleatoria Z ~ Bernoulli(#) que indique de qué com-
ponente proviene X.

2. Sean Xj,..., X, una muestra aleatoria de X ~ Fx(z), con E(X) = pu y Var(X) = o2
Sea X7,..., X, una muestra aleatoria con reemplazo de tamano n, generada a partir de la
funcién de distribucién empirica F,(z) asociada a las observaciones. Definimos:

7*,_1 . *
X ._E;Xi.

3

Calcula:
2.1. E(X | Xq,...,X,). 2.3. E(X}).
2.2. Var(X: | X1,..., X,). 2.4. Var(X}).

Hint. Recuerda que:
» EY)=EEY | X)] v Var(Y)=E[Var(Y | X)] + Var [E(Y | X)].
» B(X,) =p, Var(X,)=0?/n yE(S2) =07 endonde S2=-L5" (X;—X,)%.

Jj=

1



3. Sea X7., una muestra aleatoria proveniente de una distribucién con funcién de densidad:

0
flz]0) = ;]I{ng}, 6 > 0.

Responde lo siguiente:
3.1. Encuentra una estadistica suficiente minima S,, = S(Xy.,) para 0.
3.2. Determina la distribucién exacta de S,,.
3.3. Considera a S,, como un estimador de 6:

i) ;Es S, insesgado para 67 En caso contrario, construye a partir de .S, un estimador
insesgado T,.

ii) Calcula la varianza de T,,.

Obtén el error cuadratico medio (ECM) de T,,.

111

iv) Demuestra que T}, es un estimador consistente de 6.

v

)
)
iv)
)

Encuentra la distribucion exacta de T5,.

Inferencia Bayesiana

4. Supongamos que S,, = {Z1,..., T} es una muestra aleatoria de una distribucién Poisson
P(z|0). Supongamos ademds que

p(0) = w1Ga(flay, by) + waGa(Blag, by) + wsGa(flag, bs),
donde wy + wo + w3 =1, wy,ws, w3 > 0y ay,as, as, by, by, bs > 0 y todos son conocidos.

(a) Demuestre que la distribucién inicial es conjugada de la Poisson, encontrando los nuevos
pesos y los pardmetros finales.

(b) Supongamos ahora que y es condicionalmente independiente dado 6 de s,, y encuentra
la densidad predictiva

p(ylsm) = /0 Oop(y|9)p(e\sm) do.

(c) Finalmente, hagamos (wy,ws,ws3) = (0.4,0.2,0.4), s, = {0,2,2,2,0} y que (a1,b;) =
(2,1), (ag,b2) = (1,2) y (as,b3) = (2,2). Usando los resultados anteriores, calcula
p(y = 1sp).



5. Se sabe que el tiempo de espera (en segundos) entre los registros de dos emisiones conse-
cutivas de un trazador radioactivo es una variable aleatoria 7' con densidad de probabilidad

p(t]f) < e " Iig100)(t) (6> 0),

donde el truncamiento en 0.1 se debe a que el contador permanece bloqueado una décima
de segundo cuando registra una senal. Supongamos que la informacién inicial sobre 6 puede
describirse mediante una distribucién Ga(6|1, ).

(a) Encuentre la forma del estimador bayesiano de u = #~! bajo una funcién de pérdida
cuadratica.

(b) {Qué pasa con este estimador conforme § — 07 Discute este resultado.

6. Para llegar a su clase de estadistica bayesiana, una estudiante puede viajar en metro
o en bicicleta. La estudiante quiere establecer con cudal de estos dos medios de transporte
tiene mayor posibilidad de llegar a tiempo a su clase, basandose en su experiencia previa: en
n = 7 ocasiones que tomé el metro, siempre llegd a tiempo; de m = 9 ocasiones que viajé
en bicicleta, llegé tarde la primera vez. Denotemos por 6 y v las probabilidades de llegar a
tiempo a su clase cuando viaja en metro y en bicicleta, respectivamente. Supén que estas
pruebas son independientes y asigna distribuciones iniciales U(0,1) a 6 y a v .

(a) Obtén la distribucién final de (6, ).
(b) Proporciona una estimacién bayesiana para A = 6 — 1).

)
)

(c) Encuentra un intervalo de méxima densidad para 6 al 95 %.
)

(d) Verifica la hipétesis Hy : 6 > 1.



